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كلمة المترجمان 


يعتبر هذا الكتاب من الكتب الغنية بالتطبيقات المنوعة في مجال التحليل المركب» وهي 
تطبيقات يحتاج إليها طلاب العلوم والبندسة وغيرهم» وهذا أحد الأسباب التي دفعتنا 
إلى ترجمته. 
لقد بذلنا جهدا متواضعا لإخراجه على ما هو عليه» مستخدمين أسلويا 
مبسطاء وواضعين في اعتبارنا عدم الخروج عن النص أثناء الترجمة. ظ 
هذا وقد وضعنا ثبت للمصطلحات العلمية في نهاية الكتاب» متوخين أكثرها 


انتشارا في الوطن العربي. 
لمراجعتهما هذا الكتاب. 


نأمل من الله سبحانه وتعالى أن يتقبل عملنا هذا وأن تتحقق الفائدة التي ينشدها 
طلال العلم» والله الموفق والبادي إلى سواء ا لسبيا 4 


المترججمان 


مقدمة المولك 


التحليل المركب واحد من أكثر فروع الرياضيات تشويقا ونجاحاء فنتائجه تساعد على 
إثبات نظريات مهمة» وتفتح آفاقا لعدة مفاهيم في مجالات أخرى للرياضيات» وتعتمد 
كثير من الطرق الفعالة المستخدمة في تطبيقات الرياضيات في البندسة والعلوم الأخرى 
على نظرية الدوال المركبة. 

كما يعطي التحليل المركب مقدمة متازة للرياضيات المعاصرة بسبب سعة 
تطبيقاته وجمعه بين المفاهيم البندسية والتحليلية» ويسر الكثير من نتائجه. 

تعد التطورات الحديثة في نظرية الدالة المركبة ونظرية المتغيرات المركبة بإعطاء 
تطبيقات مفيدة في كثير من مجالات البندسة. 

وأحد أهدافي من كتابة هذا الكتاب هو الوصول لموضوع التكامل المركب بأسرع 
وقت نمكن» وهذا يتطلب تأخير معالجة الخواص البندسية للدوال الأولية» وللوصول 
إلى صلب الموضوع بسرعة اعتمدت على ميزات ؛ منها: أن التطورات اللاحقة تكون 
أغنى في التطبيقات وأهم في معالجتها للمتسلسلات وللنقاط الشاذة والتكامل على 
مسارء بالإضافة إلى تأجيل عرض الخواص البندسية ويعوّض عنه النظر إليها كدوال 
حافظة للزواياء ويحقق ذلك ربطا أفضل للموضوعات يوفر وقتا يمكن استثماره في 
موضوعات أخرى. 

وقد هدفت أيضا من كتابة هذا الكتاب إلى تقديم خيارات من التطبيقات 
أوسع » ومدى من الطرائق أشمل ما تشتمل عليه الكتب التقليدية عادة. 


ر 


حا اليا ارح و 

وضمنت هذا الكتاب تطبيقات قي علم البصريات» وانسياب النفاثات 
والأعقاب إضافة إلى الأمثلة المعهودة في علم الموائع » وانتقال الحرارة والكهرباء 
الساكنة. وتعطي طرق التكامل على مسار خلفية ملائمة لحساب أقطاب 86886 
وتحولات لابلاس العكسية. 

يحتوي الكتاب على تحولات التكامل» وهذا موضوع يدرس دائما في إطار 
المتغير الحقيقي › ولكنه يأخذ بعدا ذا أهمية أكبر عندما يدرس في إطار المتغيرات المركبة. 

وليس المقصود تغطية كل هذه الموضوعات في الفصل ولكنها عرضت كي 
يصمم منها المدرس مقررا يلائم رغباته. 


تنظيم الكتاب وتغطيته 

قصد من هذا الكتاب أن يكون كتابا لمقرر التحليل المركب لفصل واحد لطلاب 
المستوى الثالث» ومادة الكتاب أكثر من ذلك بكثير» مما يتيح للمدرسين انتقاء 
الموضوعات التي يرونها أكثر أهمية. 

تحوي الفصول من الأول إلى الخامس معظم المادة التي تغطي مقررا أوليا خلال 
فصل واحد. وعلى الحاضرين الذين يريدون أن يقللوا من الجانب النظري» ألا يعيروا 
بالا للأجزاء الاختيارية (7,0)و (27,5). أما الذين يريدون إغفال التطبيقات المطولة› 
فعليهم أن يتحاشوا الأجزاء الاختيارية (١1,١)؛‏ (0,غ)» (لاره) و(0,۸). 

هذا وقد ضمنت معالجة موجزة للدوال التوافقية في الجزء الأول .)1,١(‏ ويمكن 
أن تدرس بعد تقديم الجزء (۲,۳). 

الفصل السادس مقدمة للتحولات التكاملية في إطار المتغير المركب» ونأمل أن 
يختار بعض المحاضرين تقديم بعض هذه الموضوعات في برنامج مقرراتهم. 

وتعد التحولات التكاملية طرقا مؤثرة في العلوم والبندسة. والمقدمة كافية لتهيئة 
الطلاب لمقررات متقدمة في الرياضيات التطبيقية. 

ويمكن أن يشمل برنامج لمقرر فصلي واحد ما يأتي : 
































مقدمة المؤلف طا 


لطلاب الرياضيات: الفصول من ١‏ إلى 0 متضمنة الأجزاء )۲,١(‏ و(٥,۳)»‏ مع 
الأجزاء (؟,5) و(5,0). 

أما بالنسبة لطلاب الهندسة فيحتوي على: الفصول من ١‏ إلى ١‏ متضمنة الأجزاء 
)1١ ,(‏ أو )٤,٥(‏ أو (/1,ه) و(0,۸) مع الأجزاء (3,1) مع (1,۳) أو (/1,1) أو (1,1). 


المستوى 

لقد وضع الكتاب لطالب هندسة 'متوسط › وقد أوليت عناية خاصة لشرح كل 
فكرة بأوضح ما يمكن مع التمهيد لكل فكرة أو نقاش. 

يحوي كل جزء عددا من الأمثلة ا محلولة بالكامل. بالنسبة للإثباتات الأكثر 
صعوبة. وضعت بجانبها العلامة (+)» وكذلك وضعت في الفصول الاختيارية. ويمكن 
أن يستخدم الكتاب في مستويات مختلفة ويعتمد ذلك على الأجزاء المختارة والأمثلة. 


الدقة والوضوح 

راجع المؤلف وآخرون معه جميع الأمثلة والأجوبة في هذا الكتاب بعناية وذلك 
لتفادي الأخطاء. وأكون شاكرا لكم توجيه انتباهي إلى أي خطأ لم نتنبه إليهء كما 
أتعهد أن أنفذ جميع التصحيحات في النسخة القادمة من هذا الكتاب. 


الأمثلة 
يوجد في كل جزء عدد كبير من الأمثلة » تتراوح بين الأمثلة المباشرة والتطبيقات 
الأكثر تعقيدا وقد فصلت الأمثلة عن الموضوعات الأخرى بوجود فراغ. 


التمارين 
قد ا تخذت عناية خاصة في إعداد مجموعة التمارين لضمان إعطاء كل تمرين 


(n 


التحليل ال ركب وتطبيقاته 


يشار إلى التمارين الأكثر صعوبة بالعلامة (*). وتحوي كل مجموعة كمية وافية 
من التمارين رتبت ترتيبا متدرجا حسب الصعوبة. كما تحتوي بعض التمارين على 
نتائج مفيدة» ونناشد ال حاضرين أن يختاروا باهتمام تلك الأكثر فائدة للفصل. هذا وقد 
قدمت الحلول للتمارين ذات الأرقام الفردية» وهي ليست أجوبة سهلة ولا حلولا 
كاملة» لكنها توضح الاتجاه الذي يمكن أن يؤخذ للحصول على الجواب المعطى 
ونناشد الطلاب الحاولة بأنفسهم وإبداء أفكارهم قبل استخدام التوضيحات المعطاة. 
ويتوافر لدى الناشر منهاج يحوي الحلول الخاصة بالتمارين الزوجية. 


ملاحظات الفصل 
يوجد في نهاية كل فصل عرض موجز لنتائج أخرى ومصادر مكمّلة. ونناشد 
الطلبة الراغبين في المعرفة اختيار ما يرونه مناسبا للوصول إلى مدى أعمق للمادة. 


جدول الرموز والملاحق 

وضعنا بعد هذه المقدمة جدولا للرموز المستخدمة في هذا الكتاب. وتحوي 
الملاحق عند نهاية هذا الكتاب جداول للدوال الحافظة للزواياء كما تحوي تحولات 
لابلاس ومراجع موجزة للتكامل الخطي ونظرية جرين. 

ويختتم المؤلف المقدمة بالشكر لكل من أسهم في مراجعة عدة صور من هذه 
الطبعة. 


وليام ديرك 


المحتوبات 


صفحة 
كلمة المترجمين ... E 7 207078 ee‏ 
مقدمة المؤلف eyes e‏ 0 

الفصل الأول: الدوال التحليلية 

ESRA الأعداد المركبة وجبرها‎ )١,١( 
(10000 SS a التمثيل القطبي‎ ),۲( 
الجموعات في المستوى المركب نجه اس ااا الال ا ا‎ ۱, 
FOSSA الدوال المتصلة ذات المتغير الم ركب‎ )١,5( 
CTS الشروط الضرورية للتحليلية‎ )٠,٠( 
OVE SSA الشروط الكافية للتحليلية‎ )١1,5( 
OA  [ [ [1 1 11 الأس المركب‎ )١,0( 
010 1 [ [ [ الدوال المثلثية والزائدية المركبة ذذ1ذ[ذ[ذ[1[ز[ز[ز[ز[ ز[‎ )1,۸( 
1 11100 اللوغاريتم المركب ودوال القوى المركبة‎ )1,4( 
Ae تطبيقات في علم الضوء (اختياري) اس ا‎ )٠( 
ملاحظات ببب1ب0021 0 ا‎ 


ك 


ل التحليل ال ركب وتطبيقاته 


صفحة 
الفصل الثائئ: التكامل الم ركب 
)۲,١(‏ التكاملات الخطية NNE SAS DSS‏ 
(۲,۲) نظرية جرين ونتائجها ا ل ل ل ل 1 
فكع صيغة كوشي للتكامل ا ةذ[ 1 1 EM‏ 
)۲,٤(‏ نظرية "ليوفيل" ومبدأ القيمة العظمى NTE‏ 
(۲,۵) نظرية كوشى - جورساه (اختياري) 117 
ملاحظات . 3217 Es ETS E‏ 1 
الفصل الثالث: المتسلسلات اللامائية 
(۳,۱) متسلسلة تايلور SERS ee‏ ا 
(۳,۲) التقارب المنتظم للمتسلسلات N o‏ 
(۳,۳) متسلسلة لورانت (لوران) Aer REA‏ 
(5,*) النقاط الشاذة المعزولة (الشواذ المعزولة) SR‏ 
(5,) الامتداد التحليلي (اختياري) اح اسع ا 
ملاحظات ............ 335311510 E‏ ومففف فم م ممق ممم مف م م ممم موة 0007ل 
الفصل الرابع: التكاملات على مسار 

AOS [1 نظرية الباقي 0111[ [1[1[1[1[1[1[ذ[‎ )٤,١( 
TOT 0 حساب التكامل الحقيقي المحدود‎ )٤,۲( 
00000 تقدير التكامل الحقيقي المعتل‎ )5,( 
Nees التكاملات لدوال لہا أقطاب على احور الحقيقي‎ )٤,٤( 
sieges تكامل الدوال متعددة القيم (اختياري)‎ )٤,٥( 


(5,5) مبدأ اختلاف الزوايا SSSR‏ و ا 











الحتويات 39 


07 
ملاحظات esse‏ 28 2*3 م E e‏ 
الفصل الخامس: الدوال حافظة الزوايا 
)0,١(‏ اعتبارات هندسية SEOs E es‏ 
التحويلات الكسرية الخطية ذ[ذ[ذ[ز[ز[ز[ز1[ز[ ز[ز[ [ [ [ [ 1 1 11000011 
)٥,۳(‏ مبدأ التماثل اح سان اا اجو لاا ORAS‏ 
(0,5) تحصيل الدوال الأولية الحافظة للزوايا Sass‏ اا 
06,00 انسياب الموائع ا Ree ae A EVES‏ ا 
() صيغة شفارتز - كريستوفل ا 1 1 1 1 اا 
(0,) تطبيقات فيزيائية في الانسياب الحراري والكهربية الساكنة (اختياري).... ۲۸١‏ 
(0,8) الأثر في انسياب الموائع (اختياري) Asse‏ 


ملاحظات 566066666066000 تت 666 66 66660666 دهن 5 8 ۲ 


الفصل السادس: مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية 


00 الدوال التوافقية 1 TVs‏ 
)1,۳( مسألة "دي رشيليه" يا 0 ا ا 
(0) تطبيقات ا وو ا Ss‏ 11/1 
(6,5) متسلسلة "فوريه" جف كع متخ اس اطط سما وتوا و 11 
),٥(‏ تحويلات فوريه اخان ماو اط الاو اماي ملل اللا وا ل PEs‏ 
(05) تحويلات لابلاس Se‏ لاط لقا اموا 17517 
(1,۷) تحويل لابلاس العكسي SEsRa‏ ااا 


ملاحظات ..... eee‏ ببببب1ب00032 اا 





ن التحليل الم ركب وتطبيقاته 


الملاحق 
)١(‏ جدول الدوال الحافظة للزوايا 5 
(۲) جدول تحويلات لابلاس N‏ 
(۳) التكاملات الخطية ونظرية "جرين”" 0 
)٤(‏ إجابات الأسئلة الفردية NEN‏ 


٤ VY €CO0000000000000 0006000000000000 00000000606 CCBCCCSDOEDESOVEONOCEODO كشاف الموضوعات‎ 


الفصل الأول 


الدوال التحليلية 


ANALYTIC FUNCTIONS 


أول من قدم الأعداد المركبة غيرولامو كاردانو (مصهدمهه مسهاهءة6) في مقالة مهمة لحل 
معادلات من الدرجة الثالثة والرابعة في عام ١٤١٠م‏ بعنوان 112802 ء«4. ولتقدير جرأة 
هذا الاقتراح يجب على الفرد أن يدرك أن مفهوم الأعداد السالبة بدأ يلقى قبولا مع 
بعض الملاحظات حول خواصها ظهرت من هنا وهناك. 

كانت كميات كاردانو ههفتة© المصطنعة مهملة من أغلب الرياضيين إلى أن 
جاء العالم الرياضي الفذ كارل فريدريشت 1514600 02:1 فأعطى الاسم الحالي للأعداد 
المركبة واستخدمها في إثبات النظرية الأساسية في الجبرالتي تنص على أن أي كثيرة 
حدود غير ثابتة لہا على الأقل جذر واحد. 

سنبحث في هذا الكتاب خواص الأعداد المركبة والدوال ذات القيمة المركبة » 
وسوف نرى أن نظرية دوال المتغيرالمركب تعمم مفهوم حساب التفاضل والتكامل إلى 
الخقل المركب: 

يضفي التفاضل والتكامل بثوبه الجديد عمقا وجمالا جديدا على 
الرياضيات» فضلا على أن طبيعة المتغير المركب تقدم نتائج مفيدة في الرياضيات 
التطبيقية. 


e‏ م 


۲ التحليل المركب وتطبيقاته 
)١, ١(‏ الأعداد المركبة وجبرها 
Complex Numbers and their Algebra‏ 
تسمى الأعداد التي تستخدم في الجبر البدائي في حساب التفاضل والتكامل 
أعداد"حقيقية تتكون من جميع الأعداد اله ٠‏ تمشلها هندسيا بوساطة نقاط 
يي من جميع 4 يأ بو 
خط مستقيم لانهائى في الطول (انظر الشكل رقم .)١,١‏ 


الشكل رقم )١, ١(‏ نموذج لنظام الأعداد الحقيقية. 


الخط المستقيم مقسم إلى مسافات متساوية بحيث يقابل كل قسم عددا طبيعياء 
مع ملاحظة أن الأعداد الموجبة تقع على يمين الصفر والأعداد السالبة على يساره. كل 
عدد حقيقي تمثله نقطة وحيدة تقع على هذا الخط وتحقق الأعداد الحقيقية خمس 
قواعد جبرية تسمى مسلمات الحقل وهى : 
١‏ - قانون التبديل ۰ 

ab=ba و‎ a+b - 8+ © 
؟ - قانون التجميع (الدمج)‎ 
(a +مه = ء(6+‎ bcs (a+b)+c=a+ (b+ 0 
قانون التوزيع‎ - ۳ 
(a + b)c = ac + bc g a(b + c) = ab + ac 

٤‏ - عنصر الوحدة 

وحدة الجمع 0› ووحدة الضرب 1ء 0361 


بحيث إن : ۾ +0 = = 4+0 و 1.4 - ه - 1.1 





الدوال التحليلية ۳ 


ه - المعكوس 

كل عدد حقيقي ۾ له معكوس جمعي (4-)» وإذا كان 0 © فله معكوس 
ضربي م يحقق: 

a+(-a) - 0 - (-a)+a 

a.a' =1= a! .a و‎ 

وينقص الأعداد الحقيقية أصلا شيء واحد ؛ فهي لا تزودنا بجميع الحلول 
الممكنة لمعادلات كثيرة الحدود. مثال ذلك المعادلة 7-0 + ”× لا يمكن أن ثحل 
باستخدام الأعداد الحقيقية لأن مربع أي عدد حقيقي عدد غير سالب. 

وللتغلب على هذا النقص نعرّف مجموعة الأعداد المركبة © على أنها مجموعة 
كل الأزواج المرتبة : 


2 = )x,( 
من الأعداد المقيقية د ور كف تحقق هذه الأزواج عمليتي الجمع والضرب‎ 


: التاليتين‎ 
(x,y) + (a,b) = (x + بريه‎ +5( 
(x,y).(a,b) = (xa - yb, xb - ya) 

ويمكن تمثيل العدد المركب الذي على الشكل (ر,×) بنقطة في املستوى 
الديكارتي إحداثياها ,× هما مركبتا العدد المركب (ر,×) = 2. على كل حال» 
يمكن لتحقيق أكثر من فائدة» أن نقابل بين 2 وبين المتجه (قطعة مستقيمة موجهة) 
الذي مبدؤه نقطة الأصل ونهايته النقطة (ر,×). وباستخدام هذا التمثيل لكل عدد 
مركب نرى أن مجموع عددين مركبين: 


(x,y) + (a,b) = (x + بريه‎ +b) 


التحليل المركب وتطبيقاته 
يقابل قانون متوازي الأضلاع لجمع متجهين الموضح في الشكل رقم .)١,۲(‏ 
.1 


(x + a, y + (م‎ 





الشكل رقم (۲ .)١,‏ قانون متوازي الأضلاع لمجمع المتجهات. 


يمكن استخدام المتجهات للتعبير عن ضرب عددين مركبين : 
(x, y).(a, b) = (xa - yb, xb + ya)‏ 
لاحظ أن : 
(x,0)(a,b) = (xa,xb)‏ 
وعليه فإن المتجه (5 , ©) يطول ويقصر تبعا لقيمة × إذا كان 0 < +« وإذا كان 0 > × فإنه 
ينعكس بالنسبة لنقطة الأصل (انظر الشكل .)١,7‏ 
/ 


(2a, )ظ2‎ 





الشكل رقم 5 ,(. إطالة متجه وانعكاسه. 


الدوال التحليلية 5 
نلاحظ أيضا أن : 
(-b,a)‏ = (5,ه)(0,1) 
وباستخدام تشابه المثلثات» نرى أن ضرب أي عدد مركب في العدد (0,1) يدير ا مجه المرافق 


له باتجاه عكس حركة عقارب الساعة بزاوية قدرها < رادين (انظر الشكل رقم .)١,5‏ 





الشكل رقم .)١, ٤(‏ دوران متجه ره ,)= رط ,ه) (1 ,0). 


وما أن: (0,1(0,0) + (0) = (ز:م فإنه يمكن كتابة ضرب (زز:6 بالعدد (,©) على 


: النحو التالي‎ 
(x, y) (a, b) = [(x, 0) + (0, 1) (y, 0)] (a, b) 
= (x, 0) (a, b) + (0, 1) (y, 0) (a, b) 
= (xa, xb) + (0, 1) (ya, yb) 


فالضرب المركب يحتوي على مجموع تكبيرين للعدد (4,0) مع العلم بأن التكبير 
: 2 
الثاني دار بزاوية 2 


(1,2)(2,3) = (2,3) + )0,1()4,6( 
3 (2,3) + (-6,4) 
= (47 


1 التحليل المركب وتطبيقاته 






L6.4= © لك‎ 
)60,1()4:.6( 


الشكل رقم (ه .)١,‏ الضرب المركب. 


إذا عبرنا عن (6,0 بالعدد الحقيقي × فسوف نلاخظ أن عمليتي الجمع 
والضرب لهذا الزوج تحققان العمليات الاعتيادية للجمع والضرب للأعداد الحقيقية : 
(0,ه + (a,0) = (x‏ + )0,( 
(a,0) = (xa, 0)‏ )0( 
وعليه» فإن مجموعة الأعداد المركبة تحتوي على الأعداد الحقيقية كمجموعة جزئية 
منهاء حيث إن : 
(xy) = (x,0) + (0,1) (,0)‏ 
فإذا مثلنا (6:,0 بالعدد × ورمزنا للمقدار (0,1) بالرمز اء فبإمكائنا إعادة كتابة 


ر م = ع على الشكل : 

بق + ×= ع 
وهذه هي الصورة القياسية للأعداد المركبة. الرمز ¡ يسمى وحدة التخيل* ويحقق 
الخاصية : 


ii = (0, 1( )0, D - (L0) 
3 = -[ أو‎ 


* ترمز الكتب البندسية لوحدة التخيل عادة بالرمز زر 





الدوال التحليلية ۷ 


يرمز لنقطة الأصل في نظام الإحداثيات بالعدد المركب 0. ويسمى نموذج مستوى 
الإحداثيات الديكارتية للأعداد المركبة بالمستوى المركب. 

عندما نذكر العدد المركب رأ + + = 2» فإننا نسمي العدد × بالجزء الحقيقي 
للعدد 2ء ويرمز له بالرمز 2 .۸٠‏ والعدد لا بالجزء التخيلي للعدد 2 ويرمز 2 م]. إذا كان 
0 > × فإن رة = z‏ وعند ذلك يكون 2 تخيليا بحتا. 


مفال )١, ۱, ١١‏ 
أوجد الحزء الحقيقى والجزء التخيلى للعدد +3i‏ 2=2 
الحل 
لدينا 2= Rez‏ gوImnz=3‏ 
ونضربها بالطريقة نفسها التي استخدمناها عند جمع كثيرات الحدود وضربها مع 
ملاحظة أن 1- = 7 فعلى سبيل المثال : 
57+ 3- 2+37 + (22 + 1) 


(1 + 20 )2 + 37 - 2 + (41+ 3) + تم‎ 
= -4+Ti 


من السهل التحقق من أن عمليتي الجمع والضرب للأعداد المركبة تحققان 
خواص التبادل» التجميع والتوزيع. 
العددان 0 و 1 هما عنصرا الوحدة لعمليتي الجمع والضرب للأعداد المركبة. 
يمكن أن نطرح الأعداد المركبة بملاحظة أن : 
2 (1 +2 = م +2 z-2=‏ 
مثال ذلك : 


(7+20 - (3-40 = (7+2 + (3+47 
= 4 + 6i 


۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


إذن 2 - هو المعكوس الجمعي للعدد 2. 
للتحقق من أن الأعداد المركبة تكوّن حقلا (انظر إلى التمرين رقم 77) يجب أن 
نثبت وجود معكوس ضربي لأي عدد: £0 .a +ib‏ 
إذا ضرينا 26 + © بمرافقة 18 -ه نجد : 
“زم - (abi - abi)‏ + ثم = (a + bî) (a - bî)‏ 





2م + a?‏ = 
ومنه يكون المعكوس الضربي للعدد نط + ۾ مساويا : 
ادك a‏ 
a” +b‏ 


سبيل المثال» إذا أردنا قسمة بخ + × على 20 1ط + » 
نكتب : 








aj a~bi £ ax + by ay~bx |.‏ _ ازجع 

a + bi )کج و‎ 

ويمكن إجراء عملية القسمة بطريقة بديلة بضرب البسط والمقاوم (المقسوم» والمقسوم 
عليه), بالمرافق المركب للمقام : 


x+yi x+ yi 0-7 ax + by ay —bx |. 
عد |+ - لل د‎ 
a+bi a+bi a-bi (a+b J (a? +b? 





مال (۲ )١, ١,‏ 
اكتب الكسر د على شكل عدد مركب؟ 
الل 


بضرب البسط والمقام بمرافق المقام نجد: 


الدوال التحليلية ۹ 


3-41 G-4i)G+4i) 9+ 121-121-2 
11 2 


!25 25 
لنرمز للمرافق المركب للعدد المركب 2 بالرمز 2 
لاحظ أنه إذا كان بن + × z=‏ 


1-21 _ 0-2( G+ (نه‎ 3-6 + 44 8i 





فإن: 
(x+y) + (-yD‏ دهم م2 
2x = Rez‏ = 
(x + y7 - )x - y7‏ = 2-2 
2yi = 2iIm z‏ = 
أيضا 
(#نر-ع) ZZ = (x + y7)‏ 
ر + ترد 
من ذلك نحصل على المتساويتين : 
Re 2+2‏ 
Imz = 22‏ 
2 
مربع (طول 2) = 22 
مثال (۳ )١, ١١,‏ 


أوجد طول المتجه 71 + 5 z=‏ ؟ 


۱۰ التحليل المركب وتطبيقاته 


الحل 
بضرب 2 بالعدد 7 جد : 
مربع (طول )= 22 
78 - 5) 77+ 5) = 


= 25 + 49 
=4 


. طول 2 هو 74/. 
إذا كان وخ + و« = يد و ربز + × = رع فان : 
(صر+ رمو)ة حر +X) FY) = (x + x2‏ )د ,2+ 2 


- (1 - iy) + (x2 = iy) =2 +2, 


نستنتج من ذلك أن المرافق المركب مجموع عدة أعداد مركبة هو المجموع 
لمرافقات هذه الأعداد : 





2 وعد‎ SZ FZ 
1 2 1 


وبالمثل (انظر التمارين من ۲۷ - ۲۹) يمكن إثبات أن : 


2-2 =7 -2 


2 











1 2 1 2 
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ZIN SZ TZ 

1 2 1 2 
)١, ١( تمارین‎ 

في التمازين من (١إلى؟١)‏ أوجد المجموع» الفرق» الضرب والقسمة لكل 

عددين مركبين فيما يلي : 
i,-i(1) i, 2)۱(‏ 


2-i, 3+ )5( 1+i, i (¥) 


الدوال التحليلية ١١‏ 


24 3-4 (0 1+i, 1-i (0) 

Si, 2+i(A) 5, 2+ (¥) 
2+, 2-i (1۰ ( 32i, 4+i )9( 
2+i, 2i (1۲) 4+5i, 1-i (۱۱) 


في التمارين من (17) إلى(١7)‏ اكتب الأعداد المعطاة على الشكل رة + *: 








(1-Ù (1€) (1-Ù” (1Y) 
(1+ )15( (1-22 )0( 

3+2: 5-2 2+7 4+i 
1 E Tl 
(1-(1-22) (1-3) (°) (1+7(1+22) (1+37) (14) 


Re(z) = 2صصآ‎ ù أثبت‎ )۲۱( 

(۲۲) أثبت أن )سآ = Re)2)‏ 

(۲۳) أثبت أنه إذا كان 0 ر22 فإن 0= 2 أو 0 = د2 
(71)أثيت ت أنه إذا كان 0 Im z=‏ ن >( 1m‏ 


)٠١(‏ لنفرض أن ,2 + 2 ور22 أعدادا حقيقية سالبة» » فأثبت أن كلا من 22 ,2 عدد 


'(51) أثبت نظرية ذات الحدين للأعداد المركبة : 


171 A 
(2, + 2)" =2" (e's, (ar z2 +... 2 


حيث ۸ عدد طبيعي موجب. 
n!‏ 


n 


ترمز إلى التمارين الأكثر صعوبة. 





1۲ التحليل المركب وتطبيقاته 


١‏ في التمارين من (۲۷) إلى (۲۹) لنفترض أن : x> + iy»‏ = 22 وخ + =X‏ رج 





(۲۷) أثبت أن ,2+ ,2- ,2+ ,2 
(۲۸) أثبت أن 2 2ت ج22 
(۲۹) أثبت أن ,7/ 7= 2/21 حيث 0 * 22. 


لقد ضمن مصولعة© مسدامءأ0 في كتابه همهع143 4:5 طريقة لإيجاد جذور المعادلة 
التكعسة : 


0 عدم + +gqz‏ توم + 2ے 


.Niccolo Tartaglia التي اكتشفها‎ 

'(0") أثبت أن الفرضية 3/م + 2 = 0ه تختزل المعادلة التكعيبية في الحالة العامة إلى 
معادلة على الشكل 0 - ط +0» + أره. 

: أثبت أن جذور المعادلة في التمرين ۳۰( هي‎ r 


0 -4 6 دو لعل ara‏ 


4= 2+0 fs ل‎ 


a E ED 
. وذلك باستخدام طريقة تارتاجليس (9:5زاوهاتة1)‎ 
أثبت أن الأعداد التخيلية تحقق مسلمات الحقل.‎ )"( 
أثبت أن عنصر الوحدة للجمع إلى © وحيد.‎ )”5( 
أثبت عنصر الوحدة للضرب إلى © وحيد.‎ )"0( 











الدوال التحليلية ١‏ 


١, ۲(‏ التمثي القطي 


Polar Representation 
وجدنا أن الأعداد المركبة يمكن أن تمثل بمتجهات في المستوى المركب. وفي هذا‎ 
الجزء سوف نستخدم فكرة قطعة الخط المستقيم الموجهة لحساب خواص الطول›‎ 


2=x+ رز‎ 


كما هو موضح في الشكل رقم .)١,5(‏ 





x 


الشكل رقم ( ,). التمثيل القطبي. 


نستطيع حساب طول المتجه 2 باستخدام نظرية فيثاغورث : 
نسمي هذا الطول بمقياس العدد المركب 2» ويرمز له بالرمز: 
كل 
لاحظ أن: 
|z|> Imz » |z|> Rez‏ و ۶ = |2 
أكثر من هذا نذكر أننا في الجزء )١,١(‏ قد أثبتنا أن ر + = 22 إذن ”إ|= 2z‏ 


التفسير للجمع المركب كجمع متجهي مفيد جدا في إثبات النتيجة المهمة التالية. 



































1١‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
المتباينة (المتراجحة) المفلثية The triangle inequality‏ 
|وةا+|ة|كزوة+ | 
البرهان ` 
تذكر أن طول أحد أضلاع مثلث أقل من مجموع طولي الضلعين الآخرين؛ 
وبالتالي فإن المتراجحة المثلثية تنتج مباشرة من المثلث المظلل في الشكل رقم .)١,1(‏ 
وإن المتراجحة المثلثية تمكن أن تثبت جبريا أيضا (انظر التمرين رقم 7/8). ا 





الشكل رقم (۷ ,01. امبحةالية || + |:2|ك و + را 


بالرجوع إلى الشكل رقم »)٠,١(‏ نرى أن الزاوية التي يصنعها المتجه: 
رز + > 2 مع ا حور الحقيقي تعطي بالصيغة : 
arctan‏ =0 
7 
سوف تكون هذه الصيغة» على كل حال» غير صالحة في الربع الثاني أو الشالث حيث 
إن القيم لدالة الظل العكسية (صاءءه) تقع في الفترة [2,2-]. وأكثر من هذاء فإن 
زاوية الميل للمتجه تحدد بوجه عام بإضافة مضاعفات *2. وبا أن الزوايا: 


.2+ ,1+ ,0 حم ,م2 +6 


الدوال التحليلية ١‏ 


تعطي جميعها نفس الاتجاه في المستوى المركب > فإن زاوية الميل للمتجه 2 تحدد هنا 
يحذف مضاعفات :22 وعندئذ تسمى زاوية الميل بالزاوية الأساسية للعدد 22 ويرمزر 


لبا بالرمز 2 8:ة. وقيمة 2 318 التى تحقق : 


7 > 2 2158 75 - 
تسمی القيمة الأساسية للإزاحة الزاوية #«عمسوعح)ء» ويرمز لہا بالرمز 2 ۸۲2. وعندما 
نتعامل مع ال ا#سسعإه» من المتعارف عليه أن نستخدم الرمز 2 ينه مع إغفال 
مضاعفات 27. 
ونستخدم العبارة: 27۸ + 2 418 » حيث ۸ عدد صحيح ثابت » للدلالة على 
OY‏ 
وبالرجوع إلى المتجه الأصلي رة + × = 0,7 عدج نلاحظ أن : 
x =r cos@=|z| cos (arg 2)‏ 
y =r sin 0=|z| sin (arg 2)‏ 


: وبالتالي‎ 
z=x + iy =r (cos 0+ i sin © 
بالإمكان إعادة كتابتها على الشكل‎ 


cos(arg z) + i sin(arg 2([, z x 0‏ | || دع 


ويسمى هذا التمثيل القطبي للعدد المركب”" 2. 


)١, ۲, ١( مثال‎ 

أوجد التمثيل القطبي للعدد :-1. 
الحل 

لاحظ الشكل رقم .)١,8(‏ 


* تستخدم كتب الہندسة غالبا الرمزين ۲1*9 و50نه + للتعبير القطبى عن 2. 





٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 





الشكل رقم (۸ .)١,‏ التمثيل القطبي للعدد -1. 
مقياس العدد 1-7 هو: 


jı - ij = 1° + D7 = 2‏ 
بينما الزاوية الأساسية للعدد 1-1 هى : 
IT‏ 
لح Arg (] - Î)‏ 
4 1-2)ع 
والزوايا القطبية غير وحيدة التحديد» إذن زاوية الميل هي : 


ل =)- 1( arg‏ 
حيث ۸ أي عدد صحيح › وبالتالى فإن التمثيل القطبى للعدد 1-2 هو: 
| )2+( منهة +[ جمد + وده 1-112 - ا 
ضرب عددين مركبين 2 ,10 له تفسير هندسي مشوق عندما نكتب كلا من العددين 
بشكله القطبى. لنفترض أن 2 ونه = 6 و 218170 = م بكتابة 2 وس في التمثيل القطبى : 
z = |z| (cos 6+ i sin ©‏ 
w = |w| (cos ¢+ i sin %‏ 
فإن : 
(cos 0+ i sin @) (cos ¢+ i sin 9(‏ إس| |z|‏ = مرج 
sin @sin $) + i(sin @cos.¢- cos @sin 4([‏ - م [(cos cos‏ إس| =|z|‏ 


الدوال التحليلية ۱۷ 


وبإضافة العلاقة المثلثية : 


zw= |2| إندد|‎ [cos (@+ جزم‎ i sin (O + [ 1) 
: وبما أن‎ 
|cos (O+ زم‎ +i +6)صزو‎ | =1. 
: فإننا نجد من المعادلة (1) أن‎ 
|v = |2| (2) 
arg zw= arg 2 + arg Ww. (3) 


وبالتالي» فإن طول المتجه 20 هو ناتج ضرب كل من طول المنجه ‏ في طول المتجه « . 
كما أن الزاوية القطبية للمتجه 2۷ هي مجموع الزاويتين القطبيتين لكل من 2 و«. 

وبما أن الزاوية القطبية تحسب دون إغفال مضاعفات + 2» فإن المعادلة (3) تقدم 
لنا تفسيرا فحواه: إذا أعطينا قيما معينة لأي من الحدود في (3) فإنه توجد قيمة للحد 
الثالث تكون فيه المساواة صحيحة في (3). 

يوضح الشكل رقم )١:4(‏ البناء البندسي للضرب 2. لاحظ أن الزاوية بين ١١‏ 
و« يجب أن تكون مساوية للزاوية بين 1 و2 في الشكل رقم »)١,5(‏ وعليه فإن المثلثين 


12 0 وسج س 0 يتشابهان. 





الشكل رقم (8 .)١,‏ الضرب المركب. 


١8‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


يوصلنا قسمة عددين مركبين إلى المعادلة التالية : 





z2 3W |z|(cos4 + isin 0)lw|(cos ¢ - isin p) 
وده‎ gre غو نيو ا ا صو يب‎ 0. 
w ww ۳ 
: وبوساطة صيغ الجمع المثلثية نخحصل على‎ 2 [| = |w حيث‎ 
2 0 - (ق‎ +isin(0 - 0([. 
م‎ «| 
: ومله‎ 
ا‎ (4) 
م‎ 0 
و‎ 
arg (z/w) = arg 2 - arg vw, (5) 


[ المعادلة (5) تخضع لنفس التفسير المذكور للمعادلة (3]. 
الضرب: 
zw = |z|vj[cos(@ + ¢) + isin(@ + 9)].‏ 
حيث تؤدي 3۲82 <0 و١1‏ 2:8 = إلى نتيجة شيقة عندما تكون W‏ = 2. فعندما ¢ = 6 
فإن : 
|z| [cos(20) + isin(20)].‏ = 22 
بوضع نج کس نجد أن : 
|z|z| [cos(0 + 20) + isin(@ + 20)].‏ = (2)22 


أو 


N 


3 = |2| [cos(30) + isin(30)]. 
: حيث إن‎ 


z = |z| (cos + isin 0) 














الدوال التحليلية ۱۹ 

فقد أثبتنا أن : 

(cos 6 +i sin 0) = cos(20) +i sin(20) 
وأن:‎ 

(cos@+isin 0)? = cos(30) + i sin(30) 
وبالاستمرار بهذه الطريقة ؛ نحصل على نظرية دوموافر (2مه«وعط 240765 26) التي‎ 
:)م1١/05-1١551/( سميت على شرف الرياضي الفرنسي أبراهام دوموافر‎ 

(cos 0+ isin 0)" = )وم‎ 0) + i sin(n 0) 


حيث إن ۸ عدد طبيعى موجب. ولنظرية دوموافر عدة تطبيقات مفيدة. 


مثال (۲ ,۲ )١,‏ 
احسب 72 - 1) 
الحل 
يمكن أن نضرب (-1) في نفسه 23 مرة للحصول على الجواب» ولكن 
باستخدام نظرية دوموافرء نحصل على الجواب بطريقة أسهل. رأينا في مثال )١,۲,١(‏ 


ان: 


1-2 2 ته‎ + 2# +i n + يمد‎ 


باستخدام القيمة الأساسية للزاوية نحصل على المساواة : 


ا 


ومن نظرية دوموافر نحصا على : 


)1 - 7723 = 2(۳ E + (| : 


5 التحليل المركب وتطبيقاته 


= 2 E 38 2 + isim ا‎ 











وبا أن : 
جم 237- 
1 
لبد وو 0 
4/2 4 
23 
: (1+7) - 1 
.)1+ 2048(1 = 2 1-223) 
2 


ويمكن استخدام نظرية دوموافر لإيجاد جذور العدد المركب. إذا كان zالحذر‏ 
النونى للعدد المركب 10» فان Ww‏ = "7 


: لويجاد 2» نضع‎ 
2 = |z|(cos 0 + isin 0), 
w = |w[(cos ¢ +i sin #), 

حيث : 

arg z = 0 

م = arg w‏ 
من نظرية دوموافر حصل على : 

|2|" (cosn@ + isin n0) = .(أوسصذو: + ¢ ومه)إس]‎ 

ويمكن أخذ 

"لح ادا 
و 


0= 00 w= ا‎ w+ 227k), k=0,+1,22,... (6) 
n n 











الدوال التحليلية ۲١‏ 


بالرغم من أن المعادلة (6) تعطي عددا لا محدودا من قيم 0» فإننا نحصل فقط 
على « من الزوايا القطبية المختلفة والسبب كون: 


2r(k +n) _ 
n< n 


وعليه فإن الزاوية القطبية تعيد نفسها بعد كل ”7 عددا طبيعياء «منه نجد أن : 


2r 


0 == (Argw + 2E, k= 0,1, ...., n1. 
)١, ۲, ۳( مثال‎ 
أوجد الحذور التكعيبية الثلاثة للعدد :-1=س.‎ 
الحل‎ 


لنفرض أن 2 هو الجذر التكعيبى للعدد: - 1 إذن: 


1-7 دع 
وبوساطة نظرية دوموافر 
(cos30 + isin 30) = 2 e0 1 2| + | 4 (|‏ |2| 
وبالتالى فإن: 


إذن الحذور التكعيبية الثلاثة للعدد :- 1 هى: 


0 


2 





۲۲ التحليل المركب وتطبيقاته 

تعطي القطوع المخروطية أمثلة إضافية لمفاهيم في هذا الجزء. وبالرغم من أن 
الصيغ العادية للهندسة التحليلية يمكن استخدامها (مع 162 = دوع ص[ = بر إلا أنه 
من السهل تعريف القطوع المخروطية بدلالة المسافة. 


مثال )١, ”, ٤(‏ 
يعرف القطع الناقص على أنه مجموعة نقاط المستوى الإحداثي التي يكون 
مجموع بعدي كل منها عن نقطتين ثابتتين في هذا المستوى يساوي مقدارا ثابتا. وتسمى 
النقطتان "8 و بؤرتي القطع الناقص. ما معادلة القطع الناقص الذي يمر بالنقطة : 

الذي بؤرتاه 1+ ؟ 

الحل 
بما أن م2 - 2 المتجه من 20 إلى 2ء فنجد من تعريف القطع الناقص : 
|z +1 - ©‏ + |ا- 2| 


حيث © عدد حقيقى ثابت» لكن 1 = تحقق هذه المعادلة, بالتالى نجد أن» (انظر 


:)١٠ الشكل‎ 


c=|i-1|+ i+ |= 2 


Im z 








الشكل رقم .)١, ٠١(‏ قطع ناقص 2/2 = | +| +|1- 2 


الدوال التحليلية ۳ 


إذن القطع الناقص يعطى بالمعادلة : 
|z +1 - 2.‏ + |1- جا 


مثال (ه ,” )١,‏ 
يعرف القطع المكافئ على أنه مجموعة النقاط من المستوى التي يكون بعدها عن 
نقطة ثابتة # يساوي بعدها عن مستقيم ثابت ما. (تسمى النقطة ۴ بؤرة القطع ويسمى 
المستقيم 1 دليله). أوجد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته ¡ ودليله المستقيم 1- > 15:2. 
الحل 
من التعريف نحصل على : 
1+ مساح [7-i‏ 


حيث تقع أقرب نقطة على الدليل من 2 عموديا أسفل 2ء انظر الشكل رقم .)١,١١(‏ 





الشكل رقم .)١, ١١(‏ القطع المكافى 1 z+‏ «1 - ذ - يا 


وإذا أردنا الحصول على العلاقة المقابلة من الهندسة التحليلية» نربع الطرفين 
للمساواة السابقة فنحصل على : 


2Re zi = (Im z + 1)‏ +1 + ادا 


51 التحليل المركب وتطبيقاته 
أو 
2Im z =(Im z2)” + 2Im 2.‏ - |2 
بوضع ”1= وشر+ += ]| حصل على : 
y= 74‏ 

)١, ۲, 5١ مثال‎ 

القطع الزائد هو مجموعة نقاط المستوى الإحداثي التي تكون القيمة المطلقة 
للفرق بين بعدي كل منها عن نقطتين ابتتين ۴ و۴ الواقعتين في هذا المستوى تساوي 
مقدارا ثابتا (تسمى النقطتين ۴ و٠۳‏ بؤرتي القطع الزائد). ما معادلة القطع الزائد الذي 
بؤرتاه 1+ وير بالنقطة :+1؟ 
الحل 

حسب التعريف فإن: 

-|z+i| = e,‏ |ة-ج| 


حيث »© عدد حقيقى ثابت» وبا أن النقطة 1+1= 2 تحقق هذه المعادلة فان 1- 5ہ=c.‏ 


تحارين (۲ )١,‏ 
في التمارين من )١(‏ إلى (1) أوجد المقياس » والزاوية» ثم التمثيل القطبي 


للأعداد المركبة المعطاة : 

1+i (¥) -i)( 200 
5-20 4 + 3i (0) - 3 41 )€( 
5 +2 )4( 2-1 )A( 2 + 7i (۷) 


في التمارين من )٠١(‏ إلى )٠١(‏ استخدم نظرية دوموافر لكتابة كل عدد على 


الصيغة بخ + × حيث × و رأعداد حقيقية : 


الدوال التحليلية Yo‏ 


)1۰( 1+07( )۱1( 1+0( 
)١9( (1-0 )١9(‏ "2+20 
)1١6( 3+0 (15)‏ 2+ 3ہ) 
أوجد جميع الحلول لكل من المعادلات التالية في التمارين من )١(‏ إلى (۲۳): 
)١0( 2 =i )5(‏ :+21 22 
+i )19( 2222-4 )١(‏ 3= 2- 
=2+i )5١(‏ 2 (1) 31 +1= ةج 
z* =i )۲(‏ (59) 1-= 4ج 


)١8(‏ أوجد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه :+ ويمر بالنقطة 1+1. ما الصيغة 
المناظرة في البندسة التحليلية؟ ١‏ 
)٠٠(‏ أوجد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه 1 و وير بنقطة الأصل ما الصيغة 
المناظرة في الهندسة التحليلية؟ 
)۲١(‏ أوجد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته +1 ودليله المستقيم 0 - 2 صسآ + 2 86. 
(۷) أكتب المعادلة العامة في الصورة المركبة للقطع الزائد الذي بؤرتاه © و 5. 
(۲۸) أثيت أن: 
|2| 2ه > | (Re 2| +m‏ > |2| 


(۲۹) أثبت أنه إذا كان: |2 





= |2 |= |2 و 0= و2+ 2+ 2 2 فإن 2,2,2 هي 
رؤوس مثلث متطابق الأضلاع. 
(إرشاد: أثبت أن ”|,2- وع|= “إوه- رع|= | ر2- ؛:|) 

*(0) "أثبت أن المثلث الذي رؤوسه و2,.2:,2 يكون متطابق الأضلاع إذا وفقط إذا: 


E RS 
27 +27 + و22 2 و2‎ +2223 + 2521 


۲٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 








(۳۱) أثبت أن : 
|2| - :2|2 - ا 

(۳۲) أثبت أن : 
اک 2 
ا «=i‏ 

(۳۳) أثبت أن : 

و22 216 + |2| + | = | + | 
)۳٤(‏ أثبت أن : 


( |2| + |2 |2 - ,2| + |2 + 2 
(۳۵) أثبت أن : 


2-4 











1-2 
إذا كان 1> || و 1>|م|. 

(77) أثبت أن المتباينة المثلثية تصبح مساواة مع العددين غير الصفريين ,2 و ر2إذا وفقط 
إذا يد نه = a8 2z,‏ . 

(۳۷) أثبت أنه إذا كان م جذر لكثيرة حدود (26 معاملاتها حقيقية» فإن م2 هو 
أيضا جذرا ل .٨)2(‏ 

(۳۸) فك ”|ر2+ ,2| لإثبات المتراجحة المثلثية. 
(إرشاد: || ]| 22 > و22 186 ) 

(۳۹) الجذور # للمعادلة: 1-”2 تسمى الجذور النونية للوحدة. أثبت أن الجذور 
النونية للوحدة تعطى بالصيغة : 

2 - و ا )ہو( کے‎ K=0,1,..0--1: 
n n 











الدوال التحليلية Y۷‏ 


: لنفرض أن 2 أي جذر نوني للوحدة أثبت أن‎ )٤١( 
2, ±1 مج + ,2 +1 إذا كان‎ + ...+ 2" ' =0 
إذا كانت ,,1,2:,22....2 هي الجذور النونية للوحدة.‎ )؟١(‎ 
: أثبت أن‎ 
(2-2 z-z2,).(z-z,)=1+z2+22 +..+ 2. 
أوجد جميع الأوقات الممكنة التي يمكن أن تننج من تبديل موضعي عقربي‎ )٤( 
الساعات والدقائق للحصول على وضع يحدث فعلا في ساعة عادية.‎ 


: بتصغير المقدار 4/2.02 -|6) ,< حيث‎ )٤۳( 





0 





كور ره أعداد مركبة و ۸ عدد حقيقى اختياري » أثبت أن : 


0 )ا‎ (e) f) 


=1 k=l k= 


)٤ 31‏ أثبت مساواة لاجرانج (Lagrange)‏ 


“< lef (E لكا‎ (- Z lez, 47| 


=1 1sj<ksn 








7 
2 
k=1 





1- 
(to)‏ نظرية إنستروم ¬ كاكيا (Enestrom-Kakeya)‏ 
لنفرض أن (7)2 كثيرة حدود معاملاتها حقيقية : 
ون + 02 +...+ 1 "2_رهم+ "ره = P(z)‏ 
قق 0< ,4 <... < ,4< روه 
أثبت أن جميع جذور ()7 تحقق 1> |2| 
(إرشاد: طبق المتراجحة (المتباينة) المثلثية على : 


(1- z)P(z) = مه‎ - |) - a (2 + ريه) +...+ *2(يه- به)‎ — a, JZ" | 


۲۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


)١, ۳(‏ امجموعات في المستوى الم ركب 


Sets in the Complex Plane 

لنفرض أن 20 عدد مركب يعرف الحوار - 8 إلى 20 على أنه مجموعة النقاط 2 
التي بعد كل منها عن 20 أقل من 8 ؛ أي جميع النقاط 2 التي تحقق : 8 > |20 2| (انظر 
الشكل رقم 1,17). في الشكل» جوار × إلى 20 هو مجموعة النقاط داخل القرص الذي 
مركزه 20 ونصف قطره 6. 


0 : Re z 


الشكل رقم .)١, ١7(‏ الجوار ء للنقطة 20. 


لنفرض أن ؟ مجموعة النقاط في المستوى المركب ©. تسمى النقطة م2 نقطة 
داخلية من 5 إذا وجد جوار# إلى م2 يكون بكامله داخل ؟. مجموعة النقاط الداخلية 
إلى 5» يرمز لها بالرمز5 1"۲. المكملة إلى 5 هي المجموعة (5- 0©) لجميع النقاط غير 
الموجودة في ؟.. المجموعة (5- 0) 174 تسمى خارج 5.. 

النقطة م2 نقطة حدود إلى 5 إذا كان كل جوار 6 إلى << يحتوي على نقاطا 
من 5 ونقاطا لا تقع داخل 5» من الملاحظ أن كل نقطة حدود إلى 5 لا تقسع 
داخل 5 أو خارج 5. (مجموعة نقاط الحدود إلى 5: تسمى حدود 05 (انظر الشكل 
رقم .)1١,17‏ 


الدوال التحليلية ۲۹ 





Re z 
0 


الشكل رقم .)١, ١(‏ داخل» خارج وحدود مجموعة. 


النقطة م2 تسمى نقطة تجمع للمجموعة ؟ إذا كان كل جوار إلى 0 يحوي على الأقل 
نقطة واحدة من 8 تختلف عن 20. 


مثال 

لنفرض أن وى مجموعة النقاط 2 حيث 2|>1|. أوجد داخل المجموعة و5 
وخارجها وحدودها؟ 
الحل 


لنفرض أن م2 أي نقطة من م5 . لاحظ أن القرص 2-20|>2| يقع بكامله داخل 
وى عندما |م2|-1> 6. إذن كل نقطة من 50 نقطة داخلية» وبالمثل كل نقطة ,2 تحقق 
1 <.2| هي نقطة خارجية إلى 50.. إذا كان 1= |2| » فإن كل جور ع إلى = سوف 
يحوي نقاطاً من م5 ونقاطاً ليست من «5. إذن حدود الجموعة 8 هي كل النقاط الواقعة 
على الدائرة 1 -|2| » داخل وك هي المجموعة 1> |2| ء أما خارج 50 فهي مجموعة النقاط 
التي تحقق 2|<1| (انظر الشكل رقم .)١,١5‏ 





الشكل رقم .)١, ٠١(‏ داخل» حدود وخارج المجموعة 1> .|z|‏ 

تكون المجموعة مفتوحة إذا كانت كل نقاطها نقاطا داخلية. ويعني هذا أن 
5 = 5 عندما تكون 5 مفتوحة. وعليه فالمجموعة م5 في المثال السابق مجموعة مفتوحة 
وتسمى مكملة المجموعة المفتوحة مجموعة مغلقة. فعلى سبيل المثال المجموعة '7 لجميع 
النقاط 1<|| تكون مغلقة. وبالمثل المجموعة 2|>1| تكون مغلقة. 

نقول إن المجموعة 5 محدودة, إذا وجد عدد حقيقي موجب ۸ بحيث تحقق جميع 
العناصر 2 في 5 أي ۸ > |2|. وإذا لم يتحقق هذا الشرط نقول إن 5 مجموعة غير محدودة. 
وعلى ذلك تكون المجموعة 50 في المثال السابق محدودة والمجموعة : (1 <|2:|2) -7 غير 
محدودة. ٍ 

تكون مجموعة ك مترابطة إذا لم يمكن كتابتها على شكل اتحاد مجموعتين غير 
خاليتين منفصلتين 4 ,8 بشرط ألا تحوي أي منها أي نقطة حدودية من الأخرى. يعني 
هذا مبدئيا أن 5 قطعة واحدة: على سبيل امال 5 مترابطة» ولكن مجموعة النقاط 2 
حيث : 2-2[>1| أو 2+21>1| ليست مترابطة. ويمكن أن نرمز بالرمز 4 لمجموعة 
النقاط 2-2|>1| وبالرمز 8 مجموعة النقط 2 حيث 2+2|>1|(انظر الشكل رقم 
606) لاحظ أن 4 و8 مجموعتان مفتوحتان ومنفصلتان لأن كل واحدة منهما لا 
تحتوي على نقاط حدود الأخرى (لاذا)؟. 


الدوال التحليلية ۳١‏ 


الشكل رقم .)١, ١5(‏ 8 ں4 ليست مترابطة 
المنطقة" هي مجموعة مفتوحة ومترابطة. ومن البدهي أن أي نقطتين في المنطقة 
يمكن وصلهما بمضلع يقع ضمن هذه المنطقة» ولكن هذه الحقيقة تتطلب توضيحا. 
والإثبات صعب بعض الشيء؛ ولكن يجب أن نقبلها بدون برهان لأننا سوف 


1 نستخدمها مرة ثانية. 


نظرية 

يمكن وصل أي نقطتين في منطقة بمضلع يقع في المنطقة نفسها. 
البرهان 

نرمز للمنطقة بالرمز 5؛ نفرض أن 20 تقع في 5» ولنرمز بالرمز ,5 للنقاط التي 
تقع في 5 التي يمكن وصلها بالنقطة و2 باستخدام مضلع» ونرمز رك للنقاط التي لا 
يمكن وصولما بالنقطة ,2. إذا كانت :2 في رك وبالتالي فهي تقع في 5؛ إذن هي نقطة 
داخلية بالنسبة إلى 5؛ إذن يوجدة إلى ,2 يقع في > |,5:|2-2؛ وتقع جميع نقاط 
هذا الجوار في ,5 لأنه يكن وصل كل منها مع 2 بنط مستقيم موجود داخل 5» ومن 
ثم يمكن وصله إلى ,2 بمضلع يقع في 5. 


* يسمى كثير من الكتب المجموعة المفتوحة المترابطة بالجال» ونتجنب هذا الاستخدام لتلافي الإشكال الذي 
قد يقع عندما نستخدم مجال تعريف الدالة. 
“ يرمز إلى الإثبات الأكثر صعوبة ء أو الإثبات الاختياري. 








۲۲ التحليل المركب وتطبيقاته 

إذن كل نقطة من ,5 هي نقطة داخلية بالنسبة للمجموعة ,5» وعليه فإن ,5 
مفتوحة. وإذا كان :2 في يك» نفترض أن ١‏ >|ر2-z|‏ جوار محتوى في 5» وإن أي نقطة 
في هذا الجوار لا تقع في ,ك» فلو كانت كذلك» فإن ,2 تقع في ,5 وعليه تكون كل نقطة 
من رك نقطة داخلية بالنسبة إلى و5» وبالتالي فإن 52 تكون مجموعة مفتوحة. وبالتالي لا 
يمكن لأي مجموعة أن تحتوي على نقاط حدود الأخرى ؛ لأن كلا منهمامجموعة 
مفتوحة» وهما منفصلتان. وبما أن 5 مجموعة مترابطة » فإن إحدى هذه المجموعات يجب 
أن تكون خالية. ولكن م2 في ,كء إذن رك مجموعة خالية. وعلى ذلك فإن أي نقطتين 
يمكن وصلهما إلى 20 بطريق مضلع في 5؛ ومن ثم إلى كل نقطة أخرى بطريق مضلع 
عن طريق ,2 وهذا يكمل البرهان. 

وأكثر من هذاء يكن أن يطلب أن تكون الخطوط في المضلع موازية لمحاور 
الإحداثيات. الإثبات باستخدام هذا الطلب مماثلاً لم سبق حيث يمكن دائماً إيصال 
مركز القرص المفتوح إلى نقطة من نقاطه باستخدام قطعتين مستقيمتين موازيتين إلى 
امحورين الإحداثيين على الأكثر (انظر الشكل .)١,١7‏ 





الشكل رقم ر١٠ .)١,‏ مضلع يصل بين 2 س2. 





الدوال التحليلية وذ 

تسمى المنطقة بسيطة الترابط إذا كانت مكملتها مترابطة» يؤدي هذا إلى ألا 

يكون في المنطقة e‏ اك مسرب على EES a‏ 

مجموعة بسيطة الترابط » ولكن مجموعة النقاط 2 التي تحقق 0>|2|>1 ليست بسيطة 
الترابط » لأن نقطة الأصل لبذه المجموعة تكون ثقبا . 

ومن المفيد لأغراض متعددة أن يوسّع النظام © نظام الأعداد المركبة بإدخال 

نقطة اللانهاية التي يرمز لها بالرمز ©. وتسمى المجموعة الجديدة بالمستوى المركب 
الممتد 34. وتحقق النقطة © العلاقات الحبرية التالية : 

azo,‏ ,0=— ,مه - ين + مه ع مه دي 


06 


© *# 6 , 00ح ح- رمه > مق , م ح مو . 8 


كنموذج هندسي 4 نستخدم 1= :+ + × كرة الوحدة في الفراغ 
الثلاثي» حيث يقطع الشعاع المنبعث من القطب الشمالي 271 والمار بالنقطة 2 مسن 
المستوى» الكرة في النقطة الوحيدة 2. وبالتالي فإن × تقابل نقطة اللانهاية » (انظر 
الشكل رقم 1,17). ويقابل الجوار ‏ إلى 31 على كرة الوحدة جوار التقطة عند 
اللانهاية ويسمى هذا النموذج كرة ريمان ويسمى هذا التقابل بالإسقاط الجسم البياني 
.tereographic projection‏ ومن الممكن إثبات أن جمیع الخطوط المستقيمة في © 
تقابل دوائر تمر خلال النقطة © في “74 وسنبرهن هذا الادعاء في الفصل الخامس. 





الشكل رقم .)١, ١7/(‏ كرة رعان. 


ˆ تعابير أخرى للرمز ۸1 ھی : 5 ,2 و ھ) نا ©. 





8 التحليل المركب وتطبيقاته 


تمارين (۳ )١,‏ 
في التمارين من )١(‏ إلى )٠١(‏ حدد نوع المجموعات حسب كونها مفتوحة› 
مغلقة» محدودة و مترابطة أو بسيطة الترابط : 


+3>20١(‏ جا )( 1>إمعهم| 

0> |2-1|>1 (0) jim z| >1 (¥) 
|z2-1|-|z2+1|< 2)0 ادا‎ > Rez+2 (0) 
|z-1|<Imz (A) جا‎ +1|+ jz +i|> 2 (¥) 
|z-i|-|z+i| >1١ 20/2 >|z-1|+ |2 + 1| > 3 )9( 


؟)٠١(ىلإ‎ )١(نم ما حدود المجموعات في التمارين‎ )۱١( 
الخواص المذكورة للمجموعات المفتوحة أو‎ )٠١( في التمارين من (؟١) إلى‎ 

المغلقة : 

)١١(‏ تقاطع عدد منته من مجموعات مفتوحة يكون مجموعة مفتوحة. 

)١1(‏ اتحاد عدد منته من مجموعات مغلقة يكون مجموعة مغلقة. 

)١5(‏ تقاطع أي عدد من المجموعات المغلقة يكون مجموعة مغلقة. 

)٠١(‏ اتحاد أي عدد من المجموعات المفتوحة يكون مجموعة مفتوحة. 

)1١(‏ أثبت أنه إذا أمكن وصل أي نقطتين في مجموعة مفتوحة بمضلع يقع داخل 
المجموعة» فإن هذه المجموعة تكون مترابطة. 

)١(‏ إغلاق (©:نادهاك) المجموعة 5 هي تقاطع جميع المجموعات المغلقة التي تحتوي 
على ك. أثبت أن لصاقة المجموعة المترابطة تكون مجموعة مترابطة. 

(1) أثبت أن 5 مغلقة إذا وفقط إذا كانت» تحوي جميع نقاط تجمعها. 


الدوال التحليلية Yo‏ 


(18) ماه نقطلة عتمم اموه التي نوي غلى جيم ا 25 و ۸ عدد طبيعى 
. 6 9 : 


موجب (يبين هذا التمرين أن نقطة التجمع لا تقع بالضرورة داخل المجموعة). 

2-0 لنفرض أن £ مجموعة النقاط 2 التي تحقق 1 < |2| أو0 = 2. أثبت أن‎ )۲١( 
ليست نقطة تجمع لبذه المجموعة.‎ 

)1١(‏ ما هي نقطة التجمع لمجموعة النقاط 2 التي تحقق 7# - = 2 حيث 7 عدد طبيعي 
موجب ف المستوى الممتد 77. وهل لهذه المجموعة نقطة تجمع في ©. 

)3١(‏ أثبت أن أي نقطة من المنطقة هي نقطة تجمع لبذه المنطقة. 


)١, ٤(‏ الدوال المتصلة ذات المتغير المركب 
Continuous Functions of Complex Variable‏ 

تعرف الدوال المركبة ذات المتغير المركب بقاعدة تعطي لكل عدد مركب 2 من 
الجموعة 5 (مجال الدالة /7) عددا وحيدا « ونكتب (2) /ر- «اء نقول إن س قيمة الدالة ر 
عند النقطة 2 من مجال التعريف 5. لنحلل الدالة المركبة كر = « ذات المتغير المركب 
بن + × = 2 إلى جزئيها الحقيقي والتخيلي على الشكل : 

Ww ع‎ 1U(z) + رع)مط‎ = u(x, y) + ,د)مة‎ y) 

لنلاحظ أن هذه الدالة تحتوي على زوج من الدوال الحقيقية (ز)/: و(لر)« في متغيرين 


حقيقيين :[,3. 


مغال )١, 4, ١١‏ 
أكتب ”2 = « على شكل زوج من الدوال الحقيقية ذات المتغيرين الحقيقيين. 
الحل 
بوضع بن + × =2 نجد أن : 
(2) +( ”ر - ”×) = ررق جبع) = 2ج = مر 


۳٢‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
إذن: 
“برد ”× = (ر, u)‏ 
),y) = 2y‏ ۷ 

تمثل الدوال الحقيقية ذات المتغير الحقيقي من الشكل (// = «بيانيا في المستوى 
رد منحنيا ولكن لا يوجد تمثيل متعارف عليه للدالة (/ر- 7 لأننا سنحتاج إلى أربعة 
أبعاد: أثنين لكل متغير مركب» ونعرض المعلومات عن الدالة « ونرسمها بيانيا في 
مستويين منفصلين » أحدهما للمتغير 2 والآخر للمتغير « بحيث نحدد التقابل الكائن 
بين جموعة من النقاط في المستوى الأول إلى صورها في المستوى الثاني (انظر الشكل 
رقم .)١,18‏ 


Imz im w 


5 f(S) 


Rez 0 Bl Rew 


المستوى - ٠‏ المستوى - 2 
الشكل رقم .)١, ١8(‏ التقابل =/)٤(‏ مر 


تسمى الدالة تطبيقا من المجموعة ؟ في المستوى 2 إلى المستوى «. الدالة /رمن 
المجموعة ؟ إلى المجموعة '5 على الشكل "5ج كر تسمى أحادية إذا كان: 
وت = ,2 ® (ريع) زر - ررم ر 
وتسمى غامرة إذا كان (7//5- '5 حيث (5)/هي مجموعة القيم المكتسبة بواسطة الدالة 
على ا مجموعة 5. نسمى * (5// بمجموعة صورة ا مجموعة 5 تحت تأثير الدالة ي 


* تسمى الدوال الأحادية في العادة متبايئة» العليا تسمى غامرة والتي تكون متباينة وغامرة تسمى تقابل. 











الدوال التحليلية ۳۷ 
مغال (؟ )١, ٤,‏ 


أدرس خواص الدالة 2 = WwW‏ 


الحل 
بوضع را + × = 2 نحصل على : 
w=u+iy = 3x +i(3y)‏ 
عندئل ×3 = 4 و 3y‏ د بر 


وكل متجه غير صفري في المستوى 2» يقابله في المستوى س متجه له نفس الزاوية مع 
امحور الأفقي» ولكن طوله ثلاثة أضعاف طوله في 2 حيث تكون أي نقطة 4+8 في 
المستوى « صورة النقطة (2)5/3+(4/3) في المستوى 2» الدالة 1-32 تكون 


غامرة أحادية أيضا لأن: 
2= ,2 ج ر37 = ,32 
مثال )١, 5, "١‏ 
صف صورة الدالة 2 = س المعرفة على القرص 2 > |2| » وبين فيما إذا كان 
التقابل أحاديا أم غير أحادي. 
الحل 


بكتابة كل نقطة من نقاط القرص في إحداثياتها القطبية : 
(#©6طزة: + 0 ومن)” = z‏ 
حيث 2 > |2| = 7 > 0 و +2 > 6 >0 نحصل على : 


w = z =F” (cos20 + isin 20) 


۳۸ التحليل المركب وتطبيقاته 

ومن ذلك نستنتج أن كل زاوية تتضاعف قيمتهاء وأن صورة القرص 2 > |2| 
هي القرص 4 > |«| وإن كل نقطة من 4 >|«|> 0 تكون صورة لنقطتين من 
2 > |2| > 0. فعلى سبيل المثال» للنقطتان :+ - 2 صورة واحدة هي 1- -١اء‏ إذن 
الدالة/“رليست أحادية. (انظر الشكل رقم .)١,١9‏ 





Im w 
f 
Re z Re w 
~1 4 
2 - المستوى‎ 
۷ - المستوى‎ 


الشكل رقم .)١, ١9(‏ التقابل 2ج = «. 


)١, 5, ٤( مثال‎ 


TE‏ سد 





= « أحادية أم لاء وأذكر مجال تعريف الدالة. 


2-ج 
الحل 


لنفرض أن لصورتى العددين 2 و ,2 نفس القيمة ۷: 
1-و2 _ 23-1 


ED 
: بضرب الطرفين والوسطين نحصل على‎ 


2 +227 -,2- 22 = 2 + رع - ,25 - ;22 








بالاختصار» نحصل على د2 > ,2» وبالتالى تكون الدالة أحادية. 











الدوال التحليلية ٠‏ ۳۹ 


يعتمد الحواب للجزء الثاني على معرفة ماهية قيم ١‏ المسموح بهاء فإذا كانت 
س مقتصرة على المستوى المركب ©» فإن الدالة تكون غير معرفة عند 2 = 2 حيث 
ينعدم المقام» وعلى كل حال» إذا سمحنا للمقدار « ليأخذ جميع القيم في المستوى 
الممتد 234 فإن الدالة يمكن أن تعرف على 084 ؛ علما أن صورة 2= 2هي © = »W‏ 
والصورة للنقطة © يمكن الحصول عليها كما يلي : 








عندما © ج 2 ولبذا فإن صورة © = 2 هي 1-1 . (انظر التمرين رقم 51). 
لنفرض أن معرفة على المنطقة «G‏ وأن ۾ نقطة من 6. إذن النهايات والاتصال 


تعرف بنفس الطريقة التي عرفت للمتغير الحقيقي. 


0 


تعريف 
يقال إن للدالة (2)/نهاية 4 عندما تقترب 2 من 24 ونكتب : 
lim f(z) = 4‏ 
وذلك إذا وجد لكل 0  <‏ عدد 0 < © على أن يكون )z(- 4| > ٤‏ ۶| عندما يكون 
2 > إه- | > 0. 
ويقال إن الدالة (2)/رمتصلة عند © إذا وفقط إذا : 
f(a)‏ - (2) رسلا 


(انظر الشكل رقم .)١,7١‏ 
الدالة المتصلة هي التي تكون متصلة عند جميع النقاط المعرفة عندها الدالة. 


5 التحليل المركب وتطبيقاته 





الشكل رقم .)١, 7١(‏ اتصال f‏ عند ۾ 


فاسیا ات من تعريف النهاية أن أي جوار -+ إلى 4 يحوي جع قيم [ 
الموافقة لنقاط الجوار - © إلى © » ومن الممكن استثناء القيمة (6) /» ويوضح المخال 
التالى الطريقة المعتادة في حساب © للقيمة 0 < م المعطاة. 


(1, ٤, °) مثال‎ 
E 
23 2ج‎ 





أثنت أن : 2= 


الحل 
بتبسيط المقدار |4 - )2( | نحصل على 


ى 3-7 
معدت كتحت 
2 - | 27-2 


حت 
2-2 


|/ (2) - 4| = 2= 














1 


2-2 =| -)6 - 2[<1-|3 - | <1- 5<5 


7-1 


-2 >06 











2-ج 


الدوال التحليلية ١‏ 


1 
وعليه» إذا كان 0 <م معطى» غختار: 606 min‏ > 8 


7-1 


م >(2- 





0 
إن تعريف النهاية للدالة المركبة- ذات المتغير المركب- هو نفسه الذي يعطى 
للدالة الحقيقية ذات المتغير الحقيقي » والقيمة المطلقة هي نفسها كما في الدوال الحقيقية 
بالضبط » لذا تطبق نفس قواعد النهايات. والتحقق من الخواص التالية» له الإثبات 
نفسه والمعتاد في التفاضل والتكامل. 
قواعد النهايات 
إذا كان 4 = (2)/ يهنا و 8 = (6)ع دنا فإن: 








(Mlim[/(2)* g(2)]= 4+ B 
(ii) lim[/(z2)g(z)]= 4B 


ûi) lima 8 


, B #0 
مجع‎ 5)2( 0 


البرهان 

إذا كان 0 < ع عدد معطى » فإنه يوجد عدد0 < ,6 حيث م> 4 -(2)/| 
عندما تكون 5 > |4 - 2| » وعدد 0 < رة حيث م > |8 -(2)؟| عندما يكون 
و6 > | - 2|. 

نضع ٥‏ > |ه - 2| حيث ( ,0 , min (ê,‏ 8 » باستخدام المتراجحة (المتباينة) 
المثلثية نجد: 
g«2)]-(4+ 8| = |[/(2- 41+ [g(2)- 8]| < |/(2)- 4| + |g(2)- 8| < 6+ e = 26‏ +)2</ 


٤۲‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
3 
|g(z) - 2| < £+ 6= 26‏ + |4 =2( |= |[صع - 8[ +41 - معي - |2 دي -[همع - )يرا 
وما أن 0 < ع اختيارية» فإنه يثبت أن (2)ع + (2)/ يمك ن أخذها قريبة من 8 4± 
باختيار 2 قريبة من ©» حينئذ القاعدة () صحيحة؛ علاوة على ذلك فإن: 

f(2)B + f(2)B - AB|‏ - (ه)ع )| - |48 - (2)ج(2)/| 

= |£(2lg(z2)- 8[+ B[/ (z2) 4]| 

> -(ع)ع|(2)/|‎ B|+|B|/(2)- 4| 




















و 
4 ال ار _ هالا اك _ (2) ل 
B B‏ 8ه g(Z) 8| jg)‏ 
2-4 ,28-21 _ 
Bg(z) B‏ 
2-4 ,ریم و اللي 
E OF‏ 


إذا كان >>0 فإن 


|8| ه|ح‎ - g(z)+ g(2)| > e+ |g(z)| 


وعليه 
۸< < -إه| ممما 
وعليه 
6 + |4| > |4 +4 - (ع)ير| - |(2)/ر| 
إذن 


(ع + |8| + s(4|‏ > |48 - (2)ع(2)/| 


الدوال ال لتحليلية 4 
f) 4‏ 


e (|4 +e 
و 2 2)ع‎ 8 0 
وعليه» يمكن أخذ (2(8)2)/ و (8)2 /(2)/ قريبة من 48 و 4/8 على الترتيب‎ 
8 . )111( باختيار 2 قريبة من 4. ويثبت هذا كلا من القاعدة (11) و القاعدة‎ 
:2 يمكن أن تستخدم قواعد النهايات لإثبات أن كل دالة كثيرة حدود في‎ 
f(2) = a,2" +a, 2 + ...+ d2 + وه‎ 
تكون متصلة على ©. نلاحظ أن دالة الوحدة 2 = (2/ردالة متصلة عند أي نقطة وذلك‎ 
/ )2( = 2" بوضع © = 8 وبتكرار تطبيق القاعدة الثانية من النهايات» نلاحظ أن‎ 
تكون متصلة لكل عدد : صحيح موجب. ومن الواضح أن كل دالة ثابتة © = (2) ر‎ 
تكون متصلة حيث صورة أي جوار - 86 لأي نقطة 2 في جوار - 6 للنقطة ©. مرة‎ 
ثانية » بتطبيق القاعدة الثانية من النهايات نلاحظ أن ”4,2 = (2)/ تكون متصلة.‎ 
وأخيراء بتكرار استخدام القاعدة الأولى للنهايات» نلاحظ أن جميع كثيرات‎ 
الحدود متصلة حقا. باستخدام القاعدة الثالثة للنهايات نجد أن قسمة كثيرتي حدود:‎ 














+A,‏ عرو +... + أمره 
mM‏ 
b,„z2" +...+b,z +b,‏ 


قواعد النهايات أن مجموع (2)ع + (2)/ وناتج الضرب (2(8)2)/ لدالتين متصلتين 
يكون متصلاء وكذلك (8)2 /(2)/ يكون متصلاً عندما يكون (2) ع لا يساوي الصفر. 


مثال (5 ,4 )١,‏ 
حدد فيما إذا كانت الدالة : 


3 التحليل المركب وتطبيقاته 


22-1 
2-1 1 -(2)/ متصلة أم لا. 
7-1 و 3 


الحل 
من الواضح أن متصلة على المجموعة 1* 2 حيث المقام لا يساوي الصفر. 
لذلك» النقطة الوحيدة التي يجب أن ندرس الاتصال عندها هى 1- 2 . 


على كل حال: 





لأن 
2-1ج 


7-1 





1+ جد 


وذلك إذا كان 1 2 » ولكن من التعريف 2 + 3= (1)/ . إذن “غير متصلة. 


تمارين )١, ٤(‏ 
استخدم تعريف 0 -م للنهاية لإثبات التمارين من )١(‏ إلى :)٠١(‏ 
limiz = -1 (¥) lim 2z = 2 )۱(‏ 


Lad 


lim z +i =0 (¥) 


2~ 


limz” +1=0 (€) 


lim 22 -3 --1+ 27 (0) 


جاجع 


22-4 





lim = 4 )۷( 
z42 2ج‎ 

3 
1 e) 





لاج اجج 


(5) 27ح 2ج lim‏ 





i+ج+2‏ 
17 
0 وا 
يت 
2 
3z +2‏ - 1 
63 ب و و 
7-2 2ج 





الدوال التحليلية ٥‏ 


أثبت أن الدوال في التمارين من )١١(‏ إلى )١5(‏ دوال متصلة في ٣‏ : 





w=Imz (۱۲) w= Rez (۱1۱)‏ 
)۱۳( دمر )16( w= |z|‏ 
لنفرض أن (2)/دالة متصلة على المنطقة 6> أثبت أن الدوال في التمارين من 

(15) إلى (18) متصلة على 6: 
Im f(z) )15( Re /(z) (10)‏ 
(z)| (1۷)‏ | (010) )۶(2 
(۱۹) عند أي النقاط تكون الدالة : 

1[+*2 ا 

3 7-(2)/ متصلة؟ 
Z= +1‏ 2 


أثبت أن الدوال في التمارين من (۲۰ )إلى (۲۳) تكون متصلة من أجل 0 * 2. 
هل يمكن تعريف الدالة عند 0 = 2 حتى تكون متصلة؟ 








2 R 
(= ردى‎ E 
2 عا‎ 
ا عد‎ (۳) E (۲۲( 
2 2 
أثبت أن كل دالة على الشكل‎ )۲٤( 
2 -- 0 
عونا‎ az#b 
تكون أحادية من المستوى الممتد 84 على نفسه.‎ 
: أثبت أن كل دالة على الشكل‎ )١5( 
az +b 
wW=——, ad عم‎ 


cz+d 


٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


تكون دالة أحادية من المستوى الممتد 4/ على نفسه. 
(5)) الدالة (2)/رلبا نهاية 4 عندما تقترب 2 من ه: 
4 ع زمر lim‏ 
إذا وجد لكل 0 <م عدد 0 < 6 بحيث يكون: 
م > | ل - (جارا 556 م > zl‏ 
استخدم هذا التعريف لإثبات أن : 


7 
2-020 صجج 


(۲۷) لنفترض أن المعاملات لكثيرة الحدود: 
مه + جره + .... + P (z) = az"‏ 





حمق : 
امه | +...+ lal‏ + |.ه|< | lao‏ 
أثبت أن (2) ٨‏ لا يوجد لبا جذور في قرص الوحدة: 
lz| > 1‏ 
(إرشاد: لاحظ أن: 


lal lz"‏ + ...+ |2||ها]- امه |<ا (2)ما 


)١, 5(‏ الشروط الضرورية للتحليلية 
Necessary Conditions for Analyticity‏ 
تعرف المشتقة للدالة المركبة ذات المتغير المركب بالضبط بنفس الطريقة المتبعة 
للدالة الحقيقية في موضوع التفاضل والتكامل. 
تعريف 
المشتقة "/ للدالة/رعند © تعطى بالعلاقة : 

















الدوال التحليلية ۷ 


f)‏ - اخ كاكون 


7 مجم 
وذلك عندما تكون النهاية موجودة. 


تسمى الدالة تحليلية analytic (holomorphic)‏ على المنطقة © إذا وجد لہا مشتقة ٠ ١‏ 


J )4( = 


عند جميع نقاط 6» وتسمى كلية (١۲نا١ء)‏ إذا كانت تحليلية على جميع €.. . 

لاحظ أن 8 في التعريف المذكوز أعلاه تكون عددا مركب كما هو في القسمة ٠‏ ' 
[/(a +h) f(a)]/‏ 

فإنه لكي تكون المشتقة موجودة» فمن الضروري أن تقترب هذه القسمة من عدد 

مركب وحيد (0)”/ مستقل عن كيفية اقتراب / من الصفر. 

تمهيدية 
إذا كانت /رقابلة للاشتقاق عند ه فإن رتكون متصلة عند 4 . 

البرهان 

J (a +h) f(a) 

h 








lim f(a + h) = e h+ |‏ 
fla).‏ = الا 
باستخدام تعريف المشتقة نتوصل إلى القواعد المعتادة للاشتقاق : 
بلع ل =f‏ (ع + /) 
"رع + نهر = (ع) 


وي نك قن 6 


8 8 


ونتوصل كذلك إلى قاعدة السلسلة: 


(f(g(z)) = (2)؟((عاع)"/‎ 


۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


والبراهين هي نفس البراهين التي تناولناها عند دراسة مبادئ التفاضل 
ااام ا (a) = E‏ (ج) 
h‏ 


qa + Maka +h) - f(a + ا‎ + f(a + h)g(a)- f (g(a) 


=lim 


ل ََ كك رمو بي = ر e‏ 0 


(0(1")00) + (0(8')0)/ = 
تشتق كثيرات الحدود والدوال الكسرية بنفس الطريقة ة التي وجدناها عند دراسة مبادئ 
التفاضل والتكامل. فمثال ذلك» لنفترض أن "مع f(2)‏ 1۸ عدد صحيح موجب » 

فباستخدام نظرية ذات الحدين نحصل على : 
هماهتال يدري 


0 


ٌ 9 +nz"'h + ...+ h” )-2" 5 
= lim = nz 


E‏ 7 حير 
وبالأخص » نستنتج أن كثيرة حدود 

"2ه +... + P(z2)= a, + a2 + a2‏ 
تكون كلية لأن لہا مشتقة عند كل نقطة من € هي : 

"ع يه +... + +2a,z‏ به = P'(z)‏ 
بالرغم من هذه التشابهات» يوجد فرق أساسي بين اشتقاق الدوال ذات المتغير 
الحقيقي» والدوال ذات المتغير المركب. لنضع («ز,ة) = 2 ولنفسترض أن / عدد 
حقيقي » وبالتالي فان : 


وان ED‏ مي 


f (2)= 


الدوال التحليلية ۹۹ 


ولكن إذا كان ۸¡ = ۸ عددا تخيليا فان : 


دري 12 E+ D>‏ بن - ور 
h-+0 ik 0 dy‏ 


إذن وجود مشتقة مركبة» يوجب على الدالة أن تحقق المعادلة التفاضلية الجزئية التالية : 
f. =f,‏ 
بكتابة: ,(20)2 + (1)2 = (2)/ » حيث « و»ا دوال حقيقية لمتغير مركب. وبمساواة 
الجزء الحقيقي بما يساويه ؛ والجزء التخيلي بما يقابله في المعادلة : 
وبرلا - ,17ح iv, = f, = if,‏ + رلا 


خصل على معادلتی كوشى- رمان مممصعنه-برطءدهن التفاضلية : 





وبهذا نكون قد أثبتا النظرية التالية : 
نظرية 
إذا كانت الدالة (30)2 + (2) = (2)/ لبا مشتقة عند النقطة 2» فإن المشتقات 


الجزئية الأولى لكل من » ولا بالنسبة إلى × و رتكون موجودة وتحقق معادلتي كوشي- 


ريمان. 


مثال 
لنفترض أن : 
2 + ( ر - *2) = ”2 = (2) ل 
بما أن ر كلية» فإن ”ر - ”× = » و ر×2 =« تحققان معادلتي كوشي - ريمان. لاحظ 


أن : 


- التحليل المركب وتطبيقاته 
,۷ = 2= رلا و ,ل ع بره = U,‏ 
من الناحية الأخرى إذا كان : 
ترح ”×= ]|= (2) ۶ 
فان 
0= ,ر + ×= u‏ 
وأن 
2y, Vv, =0 =v,‏ ح u,‏ 218 حت Uu,‏ 
وعليه فإن/ تحقق معادلتي كوشي- ريمان فقط عند 0. علاوة على ذلك لما مشتقة 


عند 0 = 2 حيث : 


2 


50 
E ممع‎ 








)١,8( تمارين‎ 

في المسائل من )١(‏ إلى (5) أثبت أن كل دالة تحقق معادلتي كوشي - ريمان: 
+isin y) (1)‏ بروم) f(z) =e"‏ 
f(z) = cosxcosh y isin xsinh y (¥)‏ 
+icossinh y (FT)‏ نر f(z) = sin xcosh‏ 
f(2)=e* ™ (cos 2xy + isin 2xy) (6)‏ 

باستخدام قواعد الاشتقاق» أوجد المشتقات المركبة للدوال في المسائل من (0) إلى (۸): 
)0 اتا f(2)=18z‏ 
() ”1+ 22 = (2) $ 

E 2+1 





)۷( 1ع ج : 
27-1 











الدوال التحليلية اه 


(A)‏ تدعوع ,“1+ 2ع):2-(2)ر 

لنفترض أن / ,ع دالتان تحليليتان معرفتان على المنطقة 6. أثبت قواعد الاشتقاق 
المذكورة في التمرينين (9) و .)٠١(‏ 
(4) 'ع + 0/ - (ع + /) 
٠ 4 4-8 0‏ 0 + (2)ج لکل في ©. 

8 5 

)۱١(‏ بين أن النسبة (2)© /(2)2 لكثيرتي حدود» لبا مشتقة عند كل نقطة ؛ حيث 

. 0)2( + 0 

مستخدما معادلتي كوشي - ريمان» أثبت أن الدوال في التمارين من (؟١)‏ إلى 
)٠١(‏ لا يوجد لها مشتقة عند أي نقطة في ©. 
f(2)=Rez (1۳) f (2)=7 )00‏ 
)z( = || )1١( f (z2) =Imz (15)‏ / 

استخدم معادلتي كوشي - ريمان» وتعريف المشتقة لتحديد المنطقة التي تكون 
فيها الدوال في التمارين من )١١(‏ إلى )١19(‏ قابلة للاشتقاق : 


f(z) = (Rez)? )١0 /)2( =7 )۷‏ 
f (z2)=zImz (۱4) f (z2)=zZRez (1۸)‏ 
)۲١(‏ أثبت قاعدة السلسلة للتفاضل : 
(g(z))] = £’ (g(z))g'(z),‏ £[ 
مع الافتراض أن كلا من /و ج كلية. 


)۲١(‏ باستخدام قاعدة السلسلة أثبت أن دالة كلية لدالة كلية هي دالة كلية. 
۲( إذا كانت جميع أصفار كثيرة الحدود  )2(‏ لها جزء حقيقي سالب. 
أثبت أن الأمر نفسه صحيح لكل أصفار (2')2. 





oY‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


(إرشاد: حلل (2)2» اعتبر (2)2 /(8')2). 
(۲۳) إذا عبر عن « و» بدلالة الإحداثيان القطبيان (6,”) »بين أن معادلتي كوشي- 


ريمان يمكن كتابتهما على الصورة : 
Ou Ov‏ 1 بخ 1 Ou‏ 
۲40 ,= س ,س 
r 00 or‏ 6 م Or‏ 
)۲٤(‏ أثبت أن الدالة : 


f (z2) =r (cos5@ + isin 50)‏ 
تحقق معادلتي كوشي -ريمان في الشكل القطبي لجميع 0 * 2. 
)١, 5١‏ الشروط الكافية للتحليلية 
Sufficient Conditions for Analyticity‏ 
الآن يمكن أن يتساءل أحدناء هل معادلتا كوشي - ريمان كافيتان لضمان وجود 
المشتقة عند نقطة معطاة؟ يوضح المخال التالي بوساطة 05اءم2.20 أن هذا غير 


صحيح. لنفترض أن: 
2 
TE 2 + 0‏ 
٩ |2|‏ = (2) ر 
0= 2 ,0 
بالتالى فان 


A8 Z2 #0 
2 ) ۰ 


يكون لبا القيمة 1على احور الحقيقي › والقيمة 1- على الخط المستقيم × = رر» إذن 
لا يوجد ل رمشتقة عند 0 = 2 » ولكن بكتابة الصيغة المفصلة إلى نجد أن: 

u(x, 0)= x, 1(0, y) = 0 = v(x, 0), ۷)0, = .نر‎ 
إذن:‎ 


u,(0,0)=1=v, (0,0)  - «(0,0 =0 =v, (0,0), 





الدوال التحليلية o‏ 
ومعادلتي كوشي - ريمان محققتان. وعلى كل حال» يكون لدينا النظرية التالية. 


نظرية 

لتكن (نز,:د)دة + (نز ,,)»: - (2)/ معرفة في منطقة معينة 6 تحتوي النقطة م22 
ومشتقاتها الجزئية من الرتبة الأولى متصلة بالنسبة إلى × ودر» وتحقق معادلتي كوشي - 
رمان عند النقطة ود غفدد ,2 )كر کر ن مو جود 
البرهان 

نفترض أن ,× عت × ومر عد ر فالفرق الكسري يمكن كتابته على الشكل : 


1 )2( - 7 )2( _ 4Y) - 4(9) j YD = (20:0) 


2-2, 2-2 2-2 
_ =X (HY J= (xg) (Y= (o) 
وق‎ 1-6 X= × 


ل ا ا ا a‏ 
¬ ل 000 2-0 
xo‏ ¬ × 


2 4, (xo +(x - Xo), Y) + iv, (Xo +1) - × (,7( 
2-20 





رر 
iv, (oo +, (Y= yo)‏ + (( ون = 10+ (too‏ برل aî‏ 
0 


حيث 1,2,3,4= 1,۸> ٤‏ > 0. وذلك باستخدام نظرية القيمة المتوسطة لحساب 
التفاضل. وهذه النتيجة أيضا صحيحة لقيم ,× = × أو مبز = ر. 

وبما أن المشتقات الجزئية متصلة عند 2» فمن الممكن أن نكتب : 
J(2) (2o) _‏ 


2-y (z0) + iv, )20(+ e] 
2-2 2= 20 
lu, (zo )+ iv, (z0 )+ ر‎ [ 





+ 


حيث 0ج ر٤ ٤,‏ عندما ر2 ج 2. 














3 التحليل المركب وتطبيقاته 


وبتطبيق معادلتي كوشي - ران للحد الأخير يكن تجميع الحدود والحصول 


على المساواة : 
يلو - براح كلوح بر 2) نط + ,2 ) ف 127-720 


2-2 2-52 
لأن 
|2 - | ك |ون- را × - | 
كاودك فط سملا يريا وود 
|e‏ > 2-20 0 
إذن يقترب الحد الأخير من الصفر عندما ,2 ج 2 وبأخذ النهاية نمحصل على المساواة : 
اا lim‏ =(20) £ 


0ج إيء|+ا 


- 4, )2( + iv, (2o) 


=2 مجه 
وبصورة خاصة» إذا كانت الفرضية في النظرية محققة لجميع نقاط @» فإن/رتكون 
تحليلية في . الا 


مثال )١, 5, ١(‏ 
وضح أن الدالة : 
(cos 2xy + isin 2xy)‏ ر عدي -(2)ر 
تكون كلية. 
الحل 
يجب أن نختبر أولا اتصال المشتقات الجزئية : 
cos 2xy‏ “دنم حير و 51127 “رد مي رو 
وتحقق معادلتي كوشي - ريمان عند جميع نقاط © من الواضح أن : 
(xcos 2xy - ysin 2x (= Vy‏ 7 ع2 = u,‏ 


الدوال التحليلية o٥‏ 
وأن 
“1M, = 2e ™ (pcos 2xy + xsin 2xy)= v,‏ 
دوال متصلة في © وعليه فإن (2) ر كلية. 
مثال )1,5,5١‏ 
صف المنطقة التي تكون عندها الدالة /رتحليلية : 
7-(2-1 
+ 3 : = 
الحل 
المشتقات الجزئية الأولى لكل من Rf‏ = > و /"”آ=۷ تحقق : 
“0-1 ”ر 
0 | ر + (e-1‏ 
ب (1-)ر2- 
تر »| 
هذه الدوال متصلة لجميع ۶1 2. لاحظ أن (2)/ غير معرفة عند 1= 2 وبالتالي فإن 
(2) ر تحليلية لجميع 1* 2. 
عرفنا أنه في حالة المتغير الحقيقي وفي دراستنا لمبادئ التفاضل والتكامل»؛ وعندما 
تكون مشتقة الدالة تساوي صفرا على فترة معينة؛ فإن الدالة تكون ثابتة على تلك 
الفترة. ونفس النتيجة تكون صحيحة في حالة المتغير المركب. 


Uu, = 


e 


Jy xX 


Zero derivative theorem نظرية المشتقة الصفرية‎ 

إذا كانت تحليلية على منطقة © و 0= (2)' f‏ عند كل نقطة 2 من 6. فإن ر 
تكون ثابتة على © ويبقى الاستنتاج صحيحا إذا كانت أي من ۸e ,1٣ ۶, |٣|‏ أو 
28 ثابتا على 6. 


°٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
البرهان 

ما أن u, )z(+ 1۷, )z(‏ =(2)'/ فإن انعدام المشتقة يؤدي إلى أن : ,= بلا 
ولا = » كلاهما يساوي الصفر. إذن »> و مقداران ثابتان على المستقيمات الموازية 
حوري الإحداثيات» وبا أن 6 مترابطة» بمعنى أنه يكن وصل أي نقطتن فيها بمضلع › 
(انظر النظرية والملاحظات التي تلي برهانها في الجزء ۳,١)ء‏ فإن لثم + »= كر ثابتة 
على 6. 

إذا كانت » (أو «) ثابتة» فإن ,۷ = ,1 = 0 = ,0 = ,۷ ومنه نجد أن : 

.f'(2)=u,(2)+iv, )2( - 0‏ 
وبالتالي فإن رثابتة. 
إذا كان |/| مقدارا ثابتاء فإن “[/| أيضا ثابت» ومن المساواة: 
(f =u? +‏ 
يتضح أن : 
0 ح yg UU, + VV, = VU, - UY,‏ 0 ح UU, + VV,‏ 

بحل هاتين المعادلتين في ,1.,۷ نجد أن 0= ,داح ,» مالم يكن 0= ”« + .وا أن 
+ 47 = ا مقدار ثابت» فإنه إذا كان 0= 2+ ”» عند نقطة واحدة» فإن 
|| عدد ثابت يساوي الصفر وأن/رتكون مطابقة للصفر. وما عدا ذلك فإن المشتقة 
تساوي الصفر وتكون / ثابتة. 

إذا كان © = /رع:2 فإن (0)/ تكون واقعة على الخط المستقيم 
u‏ (6هها) =« ما لم يكن 0= ,اع وقي هذه الحالة نكون قد انتهينا. ولكن 
كر(ء صه: - 1) تحليلية و : 


Im( -itanc)f = v- (tanc)u = 0, 


الدوال التحليلية o¥‏ 


ويؤدى هذا إلى أن /(ء 2ه -1) ثابت» وعليه تكون /ثابتة أيضا. ا 


تمارين )١,5(‏ 
أثبت أن كل من الدوال في التمارين من )١(‏ إلى (0) دالة كلية : 

f(z) =e” (cosy +isin y) (1) 

f(2) =cosxcosh y - isin xsinhy (Y) 

+icosxsinh y (FT)‏ نز (z) = sin xcosh‏ كر 

/)2( - -3xر‎ (+ 1)3 ر - ر‎ ( (٤( 

f(2) = sin(x? - y* Jcosh(2xy) +icos(x” - y*)sinh(2xy) (°)‏ 
في التمارين من (1) إلى (۸) أذكر المنطقة التي تكون فيها الدالة المذكورة ‏ 














حليلية : 
04 5 م 
0( ِ ب 
اي ر + × )12 
)۷( 1 5 أ - هر 
+p‏ ا XxX +p‏ 








| أ‎ 1 00 ١ 
XxX +y xey 


£(z2)=+log(x? + y* )+iarctan (A) 
x 


(9) بين أن الدالة: 


3ے 


TT 5 48‏ 
2[ -©)/ 
2-0 0 
عدن لضع > حقق معادلتي كوشي - ريمان» ولكن لا يوجد لبا مشتقة. 
)٠١(‏ بين أن الدالة 


#0 


۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


f (2)= 5 1 20‏ 
2-0 ,0 
تحقق معادلتي كوشي - ربمان عند النقطة 0= 2. ولكن لا يوجد لها مشتقة 
عند تلك النقطة. 
(١١)إذا‏ كان كل من 20+ »= (2)/ر ومخ- »= دالة تحليلية» أثبت أن /ر دالة 
ثابتة. 
)١١(‏ لنفترض أن 0غ + »= (2)/ دالة كلية ولنفترض أن 2٠07‏ ثابت. أثبت أن ردالة 
ثابتة. 
)١(‏ إذا كان ۷آ + = (2)/ر دالة كلية وأن »=« ثابت. أثبت أن ردالة ثابتة. 
)١15(‏ إذا كان اذخ + » ح (2)ل/ر دالة كلية وأن « = ”». أثبت أن ردالة ثابتة. 
)٠١(‏ لنفترض أن الدالة التحليلية “رحقيقية على المنطقة ©. أثبت أن/ردالة ثابتة على ©. 
() لنفترض أن 1 -,2 »2 2 > (2)كر وح ر2 أثبت أنه لا يوجد نقطة ,م2 على 
القطعة المستقيمة من ,2 إلى ,2 تحقق المساواة : 
- 20)(22( ل =),2( £ (z22)‏ ل 
يبين هذا أن نظرية القيمة المتوسطة للدوال الحقيقية لا تعمم إلى الدوال المركبة. 
(۷) إذا كان بخ + × = 2 بين أنه لا توجد دالة كلية تكون مشتقتها المقدار 
«<(ع)ر. 


The Complex Exponential الأس المركب‎ (1,۷) 


رأينا في القسم )١,5(‏ في موضوع كثيرات الحدود أن الدوال الكسرية في المتغير 
الحقيقي تعطي دوالا تحليلية عندما يستبدل المتغير الحقيقي بمتغير مركب 2. لا يعني هذا 
أنه مثال منفرد للدوال التحليلية. في الحقيقة » جميع الدوال الأولية في حساب التفاضل 
والتكامل- مثل الدوال الأسية واللوغاريتمية والمثلثية- تعطى دوالا تحليلية بعد تمديد 


الدوال التحليلية ۹ 


مناسب للمستوى المركب. وفي الأقسام الثلاثة التالية سنقدم تعميما لبذه الدوال الأولية 
مع ذكر بعض خواصها. 

نبدأً بالدالة الأسية “© .نرغب في تعريف دالة “© - (2)/ تكون تحليلية 
وتساوي الدالة الحقيقية *© عندما يكون 2 عددا حقيقيا. بالعودة إلى الدالة الأسية 
الحقيقية» نرى أنها ناتجة عن حل المعادلة التفاضلية. 

f (x)= f(x), JO =1‏ 
نتساءل فيما إذا وجد حل تحليلي للمعادلة التفاضلية : 
J )2( - f(2), j )0( =1‏ 
فإذا وجد هذا الحل» فمن الضروري أن يساوي “© عندما تكون ×=2» كما تحققه 
المعادلة المحددة على الحاور الحقيقية من تعريف ”/ نجد أن: 
«u(0)=1, ¥(0) =0.‏ ,نه + ين ع u, tiv,‏ 
حيث ۷ = ,لا و 1= ,» وبفصل المتغيرات نحصل على : 
u(x, y) = p(y)e”‏ 
(x,y) = ye‏ 

ومن الشروط البدائية نجد أن 0 = (0)؟ و1 = (0)م» وباشتقاق المعادلتين بالنسبة 

إلى نمع تطبيق معادلتي كوشي - ريمان نحصل على : 
p'(y)e” =u, =-v, =-q(y)e”, qe =v, =u, = 2000/67‏ 
إذن ,,وه-='م و م = “و وبالتالي: 
و- = ام = "واو م-ح 'و-- "م 

وأن ي ,م حلان للمعادلة التفاضلية الحقيقية : 


9" (y) + $(y) =0 
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تكون جميع حلول هذه المعادلة على الشكل ,ر 88518 + نز 46008 حيث 4 و 8 


مقداران ثابتان. 
وحيث إن: ,0 = (0)؟- = p')0(‏ ,1= (0)م = )0( q'‏ 
فيجب أن نحصل على : p(y) = cosy, q(y) = sin y‏ 

إذ نحصل على الدالة : 


f(z) =e” cosy +16* sin y = e” (cosy +isin y) 
التى تتطابق مع ّي عندما تكون > 22 وهي تحليلية لأن بناء الدالة يضمن أن‎ 
المشتقات الجزئية تكون متصلة وتحقق معادلتي كوشي - ريمان.‎ 


تعريف 
الأس المركب يعطى بالشكل : 
e =e” (cosy +isin y)‏ 
وهي دالة كلية غير صفرية تحقق المعادلة التفاضلية : 
Jf '(2)= f(2), f(0 =1‏ 
ومن الملاحظ أن 0ع ع لأن كلا من *ء والمقدار ر ٢ة‏ + روم لا 
يساويان الصفر. لاحظ أيضا عندما بز + + 2 فإن: 
y, || =1‏ كذ 1 + بز و00 - e”‏ 
وعليه فإن التمثيل القطبي للعدد المركب يصبح (انظر القسم :)١,۲‏ 
|2| = 2 
إذا كان ولة + ×= ر2 و ل + × = ,2 » فإن صيغ الجمع للدوال المثلثية 
يعطي : 


ee? 5652م د‎ (cosy, + 2510 y, ()605 رنز‎ +isin ون[‎ ( 


الدوال التحليلية 1١‏ 


= م‎ [(cos y, cosy, ~ sin y, sin (ونز‎ + 
i(sin Jy, 605 ,نز 005 + رنز‎ sin زور‎ 
- "ع‎ 2 [cos(y, + 2 + isin(y, +۳ y2 ) 


12ع 5 (ولا+ لاقي 2م 9 


21-2 Ta 


ع = =e‏ ?ع2 e1‏ 
/ اام = e172‏ 
باستخدام خاصية جمع الأسس على التوالي» نحصل على '[ )= ”6. تعطي 
هذه الصيغة إثباتا سريعا لنظرية دوموافر (24017:6'8 26) وذلك بوضع فم =7 : 
(cos@ + isin 0)" - (J = €" =cosn0 + isinnê‏ 
تقوم E E‏ 
باستخدام هذه الصيغة لنظرية دوموافر نحصل على : 
4ي 223/2 س e‏ 5 1-2( 
2e” (‏ "2 - 4ے 223/2 ے 
(+1) "2 = 
سيكون للأس المركب دور بارز في التطبيقات. ولكي يفهم الأس المركب بتمعن» نحتاج 
إلى مناقشة خواصه كدالة. 
لنعتبر الدالة 
نز (cos y + isin‏ *م = تج = w‏ 
لاحظ أن صورة الشريط اللانهائى ×> ر>7- هى [6-10© »والنقاط على القطعة 
المستقيممة 0 = ×و > بر >» - تصور على شكل تقابل أحادي وصورتها 
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الدائرة : 1= |10| » أما المستقيمات العمودية على يسار احور التخيلي فصورها الدوائر 
التى أنصاف أقطارها أقل من واحد: 1 > ٣‏ وأما المستقيمات العمودية على يمين المحور 
التخيلي فصورها الدوائر التي أنصاف أقطارها أكبر من الواحد 1< . النصف الأيسر 
من الشريط في الشكل رقم )١,7١(‏ صورته 0 < || <1 والنصف الأيمن صورته 
1< || لاحظ أن e۶‏ لها طور قدرة 27 › لأن: 


¢ 5 grt) 


ته =إ(ر + e* [cos(27 + y)+ isin2z‏ = 
وعليه القيمتان المركبتان ۶ع و *67**5 حيث ۸ عدد صحيح هما متكافئتان. 
إذن» كل شريط غير حدود : 

.0,1,2 = عن > ع/21 - بز > 7 - 
تكون صورته |10- © والدالة : 
(0-10 ج 6©: e‏ 

تصور عددا لا منتهيا من النتقاط في © إلى نفس النقطة في [10- © وهذا أمر غير 
مرضي » حيث يمنع مناقشة الدالة العكسية إلا على كل شريط غير منتهي موصوف 
أعلاه. 





الشكل رقم (1,71). الدالة الأسية. 


إن معكوس دالة هو بالتأكيد شيء مهم لأن معكوس الدالة الأسية الحقيقي هوه 
الدالة اللوغاريتمية. وللتخلص من هذه العقبة تخيل أن المدى للدالة يحتوي على عددا 


الدوال التحليلية د 


لا نهائيا من صور [0) - © منضدة على شكل طبقات الواحدة فوق الأخرى كل منها 
مقطوع بموازة احور الحقيقي السالب بحيث تلتصق الحافة السفلية من الطبقة العلوية 
بالحافة العلوية من الطبقة السفلية مكونة مجموعة 91 مشابهة لدرج حلزوني لا نهائي 
(انظر الشكل رقم .)٠,۲۲‏ 





الشكل رقم .)١,۲۲(‏ سطح ران للدالة م- بر. 


تختلف المجموعة 91 عن [0) - © في أن كل نقطة على 98 تحدد بشكل وحيد في 
الاحداثيات القطبية» بينما النقاط في (0! - © لا يمكن تحديدها بشكل وحيد في 
الإحداثيات القطبية ؛ لكون الزاوية #هعسدوءة) متعددة القيم. باستخدام 91 كمجال 
مقابل للدالة © » وحساب المسافات القصيرة بالطريقة الموضحة» نلاحظ أن ٠‏ تصور 
RE aê‏ وأن الدالة أحادية. إذن 91ج-0©: ”ع لها معكوس سندرسه في 
القسم .)١,۹(‏ 


لا تتأثر تحليلية “© بعمل هذا التغيير في مجموعة المدى حيث : 


م - "ع ع - "ع 
مح تلد 
h h‏ 


ويقترب المقدار داخل القوس من "© عندما 0ج ۸ وذلك عندمايقع "ه على نفس 
الطبقة من 94 مغل ٠”‏ على التوالي. بدلا عن ذلكء إذا كان (1+ 2۸) # 2 دآ 
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وكانت ۸ صغيرة» فإن كلا من 2 و 2+۸ ستقع على نفس الشريط » وبالتالي فإن 
كلا من ٠”‏ و “© تقع على نفس صورة [10- © . 

تسمى الجموعة 94 سطح ريمان» وتسمى خطوط القطع على كل صورة من 
(0- © مقاطع الفرع» ونهايتا الفرع 0 وه تسميان نقطتي الفرع» وتسمى كل 
صورة من [0] - © فرعا من 94. 


تمارین (/ا,١)‏ 
في التمارين من )١(‏ إلى (۷) ضع كل عدد على الصورة رة + : 


(۱) ”€ (۲) ¢ 
g24) (۳)‏ ع 4 p1‏ 
)2 #2 0( ا 
)۷( 4 
في الارن من )إل( )١‏ أوجد جميع الأعداد المركبة 2 التي تحقق 
الشروط المذكورة : 
() 1-= ”€ (4) 2= عن 
e” =-1 )۱۰(‏ 


)١١(‏ أوجد جميع قيم 1- = ٠‏ ۰ حيث ۸ عدد صحيح. 
(؟1١)‏ بين أن : (ez (=e‏ 
في التمارين من (۱۳) إلى )۲١(‏ أحسب قيمة كل عدد باستعمال نظرية 
دوموافر: 
)1۳( 1+0( )۱5( )1+5( 


الدوال التحليلية 1° 


(۱0) “7 -1-) 1%( )2+ 2( 
)۷( 3+93( (۱۸) 0+ 3( 
(19) 1-3( (.م فال 1 


يج 


في التمارين من (۲۱) إلى (75) أوجد المجموع باستعمال نظرية دوموافر: 


1 + بر ومن‎ + cos 2+ ... + COS AX )؟51١(‎ 
O تديرة واه ل برق ون ل‎ E ون‎ OH (YY) 
sin x + sin 2x + sin 3x + ... + sin Ax (YT) 
sin x + sin 3x + sin 5x + ... + sin (2۸-1)x (۲4) 


)٠٠(‏ إذا كان (2ركلية فأثيت أن 7ء تكون كلية » وأوجد مشقتها؟ 
)۲١‏ أثبت أن © تكون الحل التحليلي الوحيد للمعادلة التفاضلية المركبة : 
0(=1)£ و (2) £=( . 
ما صورة المجموعة (1> |« _ ,1 > |*| : 2) بوساطة الدوال المعطاة في 


التمرينين (۲۷) و(۲۸)؟ 
(۷) مح w‏ 
(0؟) ع w=‏ 


(9؟) أوجد دالة تحليلية تصور (1 > لاإ > 0 ,1 > ×> 0 :2) بشكل أحادي على 


.1 > lwl < eT 


)۸ ,0 الدوال المثلفية والزائدية المركبة 
The Complex Trigonometric and Hyperbolic Functions‏ 


: و لذو - روه = ”© ويتبع ذلك‎ e” = cosy + isin y 
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iy iy iy ~iy 


sin y =‏ حشتمة e‏ 
2i‏ > 
نعمم هذه التعاريف إلى المستويات المركبة كما يلي : 
تعريف: 
_ تأ 1 تج ب تام 
SIN =‏ ,= جوون 
2i‏ 2 
تكون هذه الدوال كلية ؛ لأنها مجموع دوال كلية› ويحقق: 
وق GE E‏ 
2i‏ 2 
e” +e”‏ كورب ie‏ , . 
C087‏ = سس سس = = (sin z)'‏ 
2i 2‏ 


تعرف الدوال المثلثية الأربع الأخرى بدلالة دوال الجيب (عصذة) وجيب التمام (cosine)‏ 
بوساطة العلاقات المعتادة : 
sin Zz _ COSZ‏ 














tan z = , 00] وح ح‎ 
COSZ Sin Zz 
1 
SEeCZ = 1 رعو‎ = — 
COSZ sin Z 
وهذه دوال تحليلية إلا إذا كان المقام مساويا للصغر» وھی قق قواعد الاشتقاق‎ 
:)( التالية (انظر التمرين رقم‎ 
(tan z)' = sec? 2, (sec z)' = sec z tan و2‎ 
(cotz}' = —cse 2, (csc Z)' = - عو‎ COZ. 


تبقى جميع العلاقات المثلثية المعتادة صحيحة في المتغيرات المركبة » ويعتمد 
الإثبات على خواص الأسس. فعلى سبيل المثال: 


2 :..2 خ- #م] |1 ب‎ 2 iz z2 | _ 
cos zZ+sin z=, l€ +e -(e” م6‎ =1 


الدوال التحليلية ۷ 


2 11أ5 ,2 5110 - و2 005 ,2 6005 


2 ع دع اع اع 2ع + امع ع + اغأ 
2i 2i‏ 2 2 
2م201 + 2ع 2e‏ 
)2 + 6 20 ا کک 
4 
غصل من تعريف 2 605 على : 
gO p8‏ 
كد عدا =( + COSZ = cos(x‏ 


E ~7 . . 1 y 3 . 
=1 ع‎ (cosx +isin x)+}e (cos x isin x) 
e” +e” le” 7م‎ 
=| ییا‎ x هوا سإ‎ 

2 2 


cos z = cos xcosh نر‎ - isin xsinh نز‎ 


إذن: 


ونجد بالمثل أن : 
sin z = sin x cosh y + icos x sinh y‏ 
نظرية 
الأصفار الحقيقية (الجذور الحقيقية) ل 51822 و 6052 هى فقط أصفارهما. 
البرهان 
إذا كان 0 = z‏ زد » فتبين المعادلة الأخيرة أنه يجب أن يكون : 


sin xcosh y = 0, cos xsinh y = 0 


ولكن 0 ± نز دأوه6 إذن يساوي الحد الأيسر الصفر فقط عندما يكون 0= ×١1ء‏ أي 


عندما يكون ...,0,±7,±27= × » على كل حال لبذه القيم 005 لا يساوي الصفر› 
إذن 0 = برطصزة أو 0= ر. 
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إذن حلول 0 = 85122 هي 2-7 حيث 7 عدد صحيح. 
تطبق هذه العلاقة أيضا على 1882 » وبنفس الطريقة نجد أن: 
0= 0052 يعطي z= (n+‏ حيث ۸ عدد صحيح. اها 
تعرف الدوال الزائدية المركبة بتعميم التعريفات الحقيقية إلى المستوى المركب. 


2 چ‎ 2 Zz 


. eَ ~e e +e 
sinh Zz = 0 cosh z = 


مرة أخرى» تطبق جميع العلاقات المعتادة وقواعد الاشتقاق على الدوا ل الزائدية 








iz ج-‎ 


0 مهس © الل 
م ل 


02 لتخي ووه 
2 
إلى هذا المستوى تستنبط الدوال الزائدية من الدوال المثلثية المركبة » فالضرب في 
© ببساطة يدير كل متجه في © في اتجاه معاكس لاتجاه عقارب الساعة بزاوية مقدارها 
"90: إذن» أصفار 2 ططذة و 2 1١ء‏ تكون تخيلية بحتة. 


تمارين (۱,۸) 


في المسائل من )١(‏ إلى (۸) عبر عن كل عدد على الصورة: + × 
cos(-i) )0( sini )١(‏ 


sinh ri (4) cosh +i) (¥) 


الدوال التحليلية 518 


tan 2i )5( cos(l + i) (0) 
cosh(ti/ 4) (A) sinh(l + ri) (V) 


في التمارين من (1) إلى )١7(‏ أوجد جميع الأعداد المركبة 2 التي تحقق 


: الشروط المعطاة‎ 
60527 = —isinZ (1°) cosz = sin 2 (4) 
coshz =i (۲) coshz =2 (11) 


۳ هل يوجد عدد 2 يحقق: 00552 = 2 sinh؟‏ 


sin 2 = sin 2 أثيت أن‎ )١15( 





٥087 = 0052 أثبت أن‎ )١5( 
: أثبت كلا ما يلي‎ )35١1( إلى‎ )۱١( في التمارين من‎ 
sin(z, +z, ( - sin 2, coszZ, +cosz, Sinz, (1V 


cos(z, - ر2‎ )=cosz, cosz, + sin 2, sin و2‎ (1¥) 


sin(-z) = —sin 2, cos(~z) = cosz (1۸) 
sin 2z = 2sin 2005 2, cos2z = cos? z sin 2, (14) 
2tan z 
tan 2z = 
1— tan” 2 


sin 2| = sin x + sinh? y (°) 

|cosz|” = cos? x + sinh? y (1) 

(۲۲) أثبت أن قواعد التفاضل للدوال: 4١۸2,٥027,88٥2,‏ و 0562 صحيحة كما 
هو مذكور. 
في التمارين من (۲۳) إلى (۲۷) أثبت كلا مما يلي : 

cosh” z - sinh? 2 =1,cosh(~z) = cosh z, sinh(-z) = —sinh z (YY) 


۷۰ التحليل ا مركب وتطبيقاته 

sinh(z, + رع‎ ) = sinh 2, cosh z, + cosh z, sinh Zz, (Y€) 

cosh(z, + Zz, ) = cosh z, cosh z, + sinh z, sinh z, (0) 

isinh z = siniz, cosh z = ©0512, itanh z = taniz (7) 


sinh 2 = sinh? x + sin? y, cosh 2 = sinh” ”وم +ع‎ y (¥) 





أثبت أن قواعد التفاضل المعطاة في التمارين من (۲۸) إلى :)۳١(‏ 
(YA)‏ 2 طصزوح '(2طومء ) 2 (sinh z)' =coshz,‏ 
(tanh 2(' = cech?z, (coth z)' =-csch”z (4)‏ 
zcoth z (*)‏ طعوع- = '(2 (sech 2(' = -sech z tanh 2, (csch‏ 
(۳۱) أوجد جميع أصفار 2 طهذة و cosh z‏ 
(۳۲) تحقق من أن: 2 طصنة + 2طومه - e”‏ 
(۳۳) تحقق من أن : ۸2ء + 2 ومه - ”ع 
بين أن الدالة 5122 = س تصور كل شريط في التمارين من (75) إلى )۳١(‏ إلى 
المجموعات المعطاة بذكر ما ذا يحدث للقطع المستقيمة الأفقية والرأسية تحت 
التحويل : 
نز sinh‏ :5م 2 + w = sin 2 = sin 6051 y‏ 
)٤(‏ الشريط 72/2 > ا إلى [1< || ,0= بر:ع] - ©. 
)١(‏ الشريط اللانهائي 0 < بر و 72/2>|*| إلى النصف العلوي للمستوى . 
(5) الشريط شبه اللانهائي 0 < ر و2/2>* > 0 إلى الربع الأول. 
(۳۷) صف الدالة 0052 =« بمعرفة صورة كل من الخط الرأسي والأفقي تحت تأثير 
التحويل : 


نز isin x sinh‏ — نز x cosh‏ 005 ع 2 005 ع زر 


الدوال التحليلية ۷١‏ 


)١, 9(‏ اللوغاريتم المركب ودوال القوى المركبة 
The Complex Logarithm and Complex Power Functions‏ 
با أن الدالة 98 ج ©: ”ع أحادية» حيث 91 سطح ريمان المعرف في القسم 
(/١1)ء‏ فإنه يمكن تعريف معكوسها من 1 إلى © بنفس الطريقة التى عرفت بها 
الحالة الحقيقية. ونسمى هذه الدالة العكسية اللوغاريتمية ونرمز لہا بالرمن: 


logz:R >C 
: عا أن الأس المركب واللوغاريتم الواحد معكوس للآخر ينتج‎ 
© لكل من‎ loge” =z, 


91 من‎ z لكل‎ e =z, 
المهمة الوحيدة المتبقية هي الحصول على صيغة للمقدار 1082 بدلالة بعض‎ 
الدوال المعروفة وتقف في طريقنا صعوبات إحداها أن اللوغاريتم معرف على سطح‎ 
وبا أن 94 يحتوي على عدد لانهائي من صور‎ .)١,۲۲( ريمان الموضح في الشكل‎ 
منضدة لتكون درجا حلزونياء فإنه يجب علينا العثور على طريقة لتعريف‎ ©-0( 
النقاط على كل فرع من فروع سطح ريمان.‎ 
عند هذه النقطة تصبح الصعوبة السابقة شيئا نافعا. بالرغم من أن الزاوية 2 عة‎ 
لها قيم متعددة [0/ - © إلا أن لها قيمة واحدة هي 91. وبالتالي يمكننا التمييز بين فروع‎ 
مختلفة ل 91 باستخدام التمثيل القطبي : ***'|2| = 2 لكل 2 في 91. التمثيل القطبي‎ 
وطبيعة معكوس الدوال اللوغاريتمية والدوال الأسية يعطي تعريفا طبيعيا للوغاريتم‎ 
: المركب‎ 
logz = بإ |)عه1‎ "82( - 00 
= log|z| +1 318 و2‎ 


حيث |1082 اللوغاريتم الطبيعي كما في مبادئ التفاضل والتكامل. 
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لإكمال وصف سطح ريمان 91 »؛ نعرف الجوار -ع للنقاط في #إذا كانت 2 
تقع على فرع من فروع 91 حيث 8 < || » فإن مجموعة النقاط على ذلك الفرع التي 
بعدها عن 2 أقل من 8 تكون الجوار -8 للنقطة 2 هذا المفهوم مهم لأن النهايات 
تعرف بدلالة جوارات - 8. بتعريف جوار - 8 على سطح ريمان» نعمم تعريف 
الاتصال والاشتقاق والتحليلية للدوال المعرفة على سطح ريمان» حيث يعتمد 
التعريف على سلوك الدالة محليا ليس إلا ؛ فالاتصال عند 2 يعتمد فقط على الفرق 
f£(z2)- f(w)‏ لأي نقطة w‏ في أي جوار - ع للنقطة 2 » بينما الاشتقاق عند 2 
يعتمد فقط على النسبة : 
[rE)- f(W(E-w)‏ 
باستخدام هذه المفاهيم يسهل التحقق من أن 1082 متصلة حيث إن : 
logjw] - i arg w 1‏ - د log 2 - log w = log|z| + i arg‏ 
[ioglz| - log] + i[arg Z—arg 01‏ > 
ذلك لأن اللوغاريتم الطبيعي والدالة عه دالتان متصلتان. 














نظرية 
الدالة : log|z| + iarg z‏ = 102 تحليلية لجميع النقاط 2 من 91. 
البرهان 
بما أن : 
arg z = tan" (y/ x) + 7‏ = نر( بر + u =log|z| = $log(x”‏ 
فان : ١‏ 
TT‏ اب 5 0 راي جات 5 


الدوال التحليلية YY‏ 
فمعادلتي كوشي محققة» والمشتقات الجزئية متصلة في 3 لأن التحليلية خاصية 
محلية» وبرهان النظرية للشروط الكافية للتحليلية في القسم )١,5(‏ يعتمد على تحليل 
حلي » لذا فإن 1082 تحليلية في 91. ا 

اللوغاريتم المركب له الخواص المعتادة للوغاريتم : 
و2 108+ ,1082 2 يقر 108 


1g = 1082, -108 وو‎ 
2 


لاحظ أننا افترضنا في هاتين المتساويتين أن ,2 و ر2 نقطتان من نقاط سطح ريمان 
1 حيث 6*2 = 2 لأي نقطة 2 من 91 وبتطبيق قاعدة السلسة للتفاضل نحصل 
على : 
e" (log z)'‏ = 1 
أو 
(logz)'=1/z, 2 3‏ 

وعليه تكون صيغ التفاضل العادية صحيحة على 01 

كما هو موضح في تعريف القيمة الرئيسية 52 للزاوية 282 نستطيع أن 
نعمم هذا المفهوم إلى اللوغاريتم باعتبار اللوغاريتم دالة عكسية للدالة الأسية» نسمى 
فرع 9 المأخوذ على طول الجزء السالب من احور الحقيقي- الذي هو صورة من 
الشريط غير المنتهي ۸> برك :- بالفرع الرئيسي للوغاريتم (انظر الشكل رقم 


۳ ونرمز للمقدار 1082 عندما تكون مأخوذة على الفرع الرئيسي بالرمز: 
+iArgz‏ اع Log z= log‏ 
ويسمى هذا المقدار بالقيمة الرئيسية (عنلة؟ [دمنءمتهم) إلى 1082 . 


7 التحليل المركب وتطبيقاته 






Branch cut 


الشكل رقم .)١,۲۳(‏ الفرع الرئيسي إلى 91 . 


لاحظ أن القيمة الرئيسية 2 108 معرفة فقط على الفرع من 91 حيث 2 418 
موجودة. يحب أخذ الحيطة عند العمل مع الفرع الرئيسي إلى اللوغاريتم 2 عهاء 
فالخواص العادية للوغاريتم قد لا يمكن تطبيقها. فعلى سبيل المثال : 

Logi = logli| + iArgi - و2 /2ة‎ 
Log(-1+ i) = log|-1+ i| + iArg (-1+ i) 


=2 + 
: ولکن‎ 
Logfi(- 1+ i([ = Log (-1-i) 
- -إهو1‎ 1 - i| + iArg(-1- i) 
. 37 
=2 1 
: وعليه‎ 


Log[i(-1 + 2[ ع‎ Logi+ Log(-1+ i) 
وعوضا عن ذلك فإن التعبيرين يختلفان بمضاعفات 277 (لاذا؟)‎ 
يمكن استخدام الدوال اللوغاريتمية والأسية المركبة لتعريف دوال القوى.‎ 


الدوال التحليلية Vo‏ 


تعريف 
72ص = كج حيث © عدد مركب عو الصفر» 0ع ج. 
الدالة 93 ج : “2 تحليلية وأحادية حيث إنها تحصيل دالتين لبما هذه الصفات. 
وباستخدام قاعدة السلسلة نجد أن: 
a‏ 2 2م ت )2*١/‏ 
2 
تعطى القيمة الرئيسية لدالة القوى بالصيغة : 
Logz‏ “ص 2 
في أغلب الأحيان» نرغب في دراسة الحالة حيث 0 < 71/7 a=‏ حيث 71 و 71 
أعداد صحيحة موجية لا يوجد بينها عامل مشترك. اعتبر مجموعة الأعداد: 
0١‏ د ع ge‏ 
أي تلك النقاط في 91 التى تكون واقعة مباشرة أعلى أو اسفل النقطة 6# إذن: 
g(m (204‏ 2 هما( اناي _ " لع E‏ 
بكتابة ۾ + م = ۸ حيث م و4 أعدادا صحيحة 2 <n‏ 20590 نجد أن: 
n 2229771 / n‏ /2710771 


g(r Paki 2pmi 


=e 6 =e 


وعليه فمن هذه القيم المركبة هناك 7 فقط من الإجابات المختلفة. 
لبذاء تصور الدالة 91 ج 91: ”/”2 كل ۸ صورة من [0! - © إلى صورة واحدة من 
٥ - )0(‏ ويتكرر الأمر نفسه بعد ذلك. 

بعد هذه الحقيقة» من الممكن تبسيط الطريقة المستخدمة في وصف الدالة 
”2 = س . وللتبسيط نفرض أن 1= ” وبالتالي فإن: 


ةر 1/n)Logz‏ /1 
,1~ ...0,1 - و م توما( الى ے ”ر = بير 


۷٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
يمكن تصورها على أنها تأخذ '[[0- 6©] إلى [[0 - ٤]ء‏ حيث '[[0 - ©] تحتوي 
على 2 صورة من [(6-10] ملصقة واحدة بعد الأخرى على طول احور الحقيقي 
السالب كما في 91 ماعدا الحافة العلوية للفرع العلوي ؛ فهي ملصقة بالحافة السغلية 
مثال )١,9(‏ 

صف سطح ريمان المعدل للدالة 2أ عب 


الفرع الأعلى 





7) - ع] الفرع الأدنى 


دم 


00 


€ -)0( 


الشكل رقم .)١,74(‏ سطح رعان للدالة 2/أج = س 


الدوال التحليلية ¥ 


الحل 
من المناقشة أعلاه» تصور الدالة من [0) - ©] إلى [[0] - ©] كما هو موضح 
بالشكل .)١,۲٤(‏ يمكن أن نتصور الفرع العلوي كأنه صور على المستوى الأيمن والفرع 
السفلي صور على المستوى الأيسر. 
الدالة "[(10-©] +[(60-ح]- ”2 هي الدالة العكسية للدالة و 
وبالتالي فإن دالة التحصيل : 
OFF‏ - عاج "ززم -م]: "2= (*J‏ 


هي تحليلية وأحادية على سطح ريمان المعدل الموضح أعلاه. 
يمكن أن يستخدم اللوغاريتم» أيضاء لتعريف الدوال المثلثية العكسية. 


مثال (۱,۹,۲) 


أثبت أن : 
1 
١‏ م و ( + sinî z= rL‏ 
الحل 
الدالة 2 512 = س هى الدالة العكسية للدالة : 
iw ۳‏ 
=sin Ww =‏ 2 
2i‏ 


بضرب طرفي هذه المعادلة في "2 نجد أن : 
-2ize” -1- 0‏ "ادي 
وبحل هذه المعادلة من الدرجة الثانية بالنسبة للمقدار ”© نجد أن: 


5 1 
"ان‎ = iz + )]- (7 


۷۸ ال ا كن را 


حيث الجذر التربيعي يصور '[[0) - ©] على [[10 - ]٤‏ (أو ثنائية القيمة) ونحصل على 
النتيجة المطلوبة بأخذ اللوغاريتم لكل من الطرفين في المساواة السابقة. 

يمكن للمتطابقات العادية وقواعد الاشتقاق للدوال المثلثية العكسية والدوال 
الزائدية أن تطبق هنا أيضا. ومن الحقائق الثابتة إن في أغلب الدوال الرياضية التي تظهر 
في المسائل الفيزيائية والمندسية تكون تحليلية. وعليه إن مفهوم التحليلية يطبق على 
مجموعة كبيرة ومفيدة من الدوال. 


تمارين )١,9(‏ 
في المسائل من )١(‏ إلى (1) أوجد القيم للمقادير المعطاة: 
logi (1۱)‏ )¥( (2+ل)عه1 
log(-1) (¥)‏ (5) 1 
(1+i)” (» i )0(‏ 
في المسائل من (۷) إلى )٠١(‏ أوجد القيم الرئيسية للمقادير المعطاة: 
log(l +i) (A) logi (¥)‏ 
(4) م )۰( "2+ 


)١١(‏ لأي القيم للعدد المركب 2 يكن أن نمد الدالة < حتى تصبح متصلة عند 
0= 2 ؟ ومتى تكون هذه الدالة كلية؟ 
(۲)أثبت أن 1082 هى الدالة التحليلية الوحيدة التي تكون حلا للمعادلة التفاضلية : 
1 ,: 
OS J(1) =0,‏ 
في القرص 1 > |12-1. 


(۱۳) أثبت أن: ,2ر2 108 = 1082+ ,1082 


الدوال التحليلية ۷۹ 


)١(‏ أثبت أن: ه1 = ردوه1- ردعه1 
22 


2“2* = 2 اثبت أن؛‎ )٠۵( 


= )ثبت أن؛ 69ج‎ ۱١( 
2 





Log(-1-i)- Logi Log] 3 : أثبت أن‎ )۱۷( 


L0g)i7( ع‎ 310g + : أثبت أن‎ )١1( 

() أثبت أن: 041082 = “22٥1ء‏ 2 عدد مركب 2د الصفر» 0 2 2. 
)٠(‏ هل1 مرفوع لأي قوة يساوي واحدا دائما؟ 

1 

)5١(‏ أثبت أن : | - 6 + 2 z=‏ ومن 

(۲۲) أثبت أن: لدع | 2 6 12 tan‏ 

(۲۳) أثبت أن : aes‏ ا cot‏ 

sinh أثبت أن : + +2 21 ا‎ )۲٤( 


(۲۵) أثبت أن : | +2 | - 2 7 cosh‏ 





0 ء + 
0) أثيت أن : اخ tanh" 2 = log‏ 
¢ 11 1 
(۲۷) أثبت أن: ±1 ± ىر ة (22 -])) = in" z)‏ 


(۲۸) أثبت أن: 0-2,1 2 (cos7‏ 





ع ع 1 : 
(19) أثبت أن: ±1 ع ,= (tan” z)‏ 
2 


(inh” z) = (1+ 2*)*,z ± ±1 أثبت أن:‎ )۳( 


۰ التحليل المركب وتطبيقاته 


)۳۱( أثبت أن : ا722 2( = 2 7 (cosh‏ 
1 
E‏ 
(۳۳) أوجد الخطأ في التعبير التالي : 


بد قد الزن - i= =F‏ 


(tanh 7 2 2 * +1 أثبت أن:‎ )١0( 


)١, ٠١‏ تطبيقات في علم الضوء (اختياري) 
٠ Applications in Optics (Optional)‏ 
أحد النماذج التي افترضت في تفسير الظواهر للضوء» يفترض أن مصدر 

الضوء» يكون اضطرابا منتجا موجات دائرية في حيط متجانس » ويكون هذا النموذج 
متطابقا مع الدوائر المتوسعة التي تنتج من اضطراب سطح الماء.ويؤدي التحليل 
الرياض لهذا النموذج باستخدام معادلات جيمس ماكسويل 83125611 ۳es‏ [) في 
الكهرومغناطيسية إلى المعادلة الموجية ذات البعد الواحد: 

62 -_ 10 

ûf‏ تم تيرق 
الزمن (انظر إلى التمرين رقم 5). من السهل إثبات أن أي دالة من الشكل 
' (- ]كر = £ تكون حلا للمعادلة الموجية إذ: 


(- ع" - لمعم 22-2 
(د- )ره =[ مهمه 2 92 


إن ملاحظة أثر التداخل الذي يحصل عندما يصل شعاعان من الضوء منبعثين 
من مصدر ضوئي واحد» إلى نقطة واحدة من خلال مسارين مختلفين؛ يوحي بأن 1 


الدوال التحليلية ۸١‏ 


الاضطراب الضوئي يتكون من مجموع عدة دوال قريبة من الدوال الجيبية ؛ أي 


e 


حيث تمثل 4 السعة» 0/27 الترده © /×ت - # = فرق الطور للموجه. 
من السهولة إضافة موجات جيبية لها نفس التردد باستخدام الأس المركب : 
) يه + COS(@‏ رك + ... + ),@ + A, cos(af‏ 
Re|4,e** + ...+ 4,e |‏ = 
Re Ae **™® - Acos(0t + 0(‏ = 
Ae“ +...+ de" = de“‏ 


بيانيا باستخدام قاعدة متوازي الأضلاع لجمع المتجهات. لانظر الشكل .])١,۲٠(‏ 


Im z 





الشكل رقم .)١,٠١(‏ جع المتجهات. 


AY‏ التحليل المركب وتطبيقاته 

تتأثر صورة التلسكوب بتداخل البدب الذي يحدث عندما ينفذ شعاع الضوء 
ا حول والمعكوس عن سطح الصفائح الزجاجية والفراغ المملوء بالبواء في التلسكوب. 

اعتبر الشكل رقم )٠,۲١(‏ حيث يصدر شعاع من الضوء عن مصدر بعيد نسبيا 
5 يصل صفيحة من الزجاج عند و . فينعكس جزء من الشعاع الساقط على 
الصفيحة؛» بينما يمر الجزء الباقي من خلال الصفيحة. عند 10 ينعكس جزء إلى Rı‏ 
وجزء يمر ويركز بوساطة عدسة. وعند الوصول إلى ,۸ ينعكس جزء من الشعاع إلى 
7 ويمر الجزء الباقي وهكذا. 





Focus 


الشكل رقم .)١,75(‏ التداخل المتعدد للموجه. 


لنفرض أن (5)” هى النسبة بين الأشعة المنعكسة (الداخلة) إلى سعة الأشعة 
الساقطة» ونفترض أن سعة بداية الشعاع الساقط هي 4 فإن الاضطراب الضوئي عند 
1 يعطى بالصيغة : 


Er, = 5“ ARee'“ 








الدوال التحليلية A۸۲‏ 


والسبب أن الشعاع قد نقل خلال سطحين» بينما يُعطى الاضطراب الضوئي عند .7 
بالصورة : 

Er = sr? ARee 
حيث © فرق الضوء الإزاحي الذي يحدث عندما تعبر الأشعة المسافة الإضافية خلال‎ 
.)۲ انعكاسين عند ,7 و ,۸ (انظر تمرین‎ 
: با مغل‎ 


Ep, = sr ARe e722) 


Er = sr?" 4 Regi") 
لحساب الاضطراب الضوئي المحصل» نضيف جميع هذه الاضطرابات إلى‎ 
: بعضها فنجد أن‎ 


n=0 


iat 
= s4 Re ج‎ 
1—r2e ® 


وتنتج المساواة الأخيرة بملاحظة أن المتسلسلة الهندسية : 


E= E Ane“ te" 
n=O 


o0 
02 2ج بج 14د‎ +...+2" +... 
n=O 


عحقق 
6-1 - 26 أو 1= (\-z)G‏ 
سيقال أكثر من هذا عن هذه المتسلسلة في الفصل الثالث» ولكن : 
1-e“‏ “م 1 مام 


1-e“ 1r? e“ 1r e® 


85 التحليل المركب وتطبيقاته 


| م - 1 الام 


1[+ “مر‎ - 2,2 cosa 


وبالتالى 
2 
sS 4 : 1‏ 
|( 2ر 52 جو 1 : : 82 
COS@‏ “مر ام +1 
)@ + بهاوم at - r?‏ ووو[ s7‏ _ 
ووم 2,2 - مر +1 
=r cosa cos at + r” sin © sin at‏ 1)إ4 s7‏ _ 
1+r* - 2,2 cosa‏ 
حيث : 
2 8 
cosa) + (r sin © =1+7* - 282 COS,‏ رك ( 
بوج 


050 1-2 
= مومه 
r" - 222 COSC‏ +1 
نجد أن الاضطراب الضوئى المنقول : 
s” Acos(ot - 8)‏ 
ووم 2م22 - r“‏ +1 
يؤدي قانون حفظ الطاقة إلى أن 1= +٣‏ ى وأن: 
2 
2r cosa‏ - كرب 1ه 
عند 70 و ۴ (انظر تمرين ”). حيث 26/3 = 00 وحيث طول الموجه 2هو المسافة 
بين قيمتين عظيمتين متتاليتين للموجة» بالتالي نجد أن : 
(- 22ے 
2 











الدوال التحليلية ۸٥‏ 
إذا كان العدد /0 من المضاعفات الصحيحة اك 2R‏ فان سعة الاضطراب 


_1-r‏ 4 (م-) 
r) 1+r‏ 

بينما تعطى المضاعفات الفردية إلى 7 سعة تساوي : 
1-r 4 (1-7)‏ 


وهو تغير صغير في زاوية السقوط / في شكل (۱,۲۱) يمكن أن ينتج عنه تغير كبير في زاوية 
الطور ». وبالتالي؛ فإن أشعة الضوء الجاورة التي لها نفس سعة السقوط سوف تنتج صورا 
بسعات مختلفة. وإذا كانت ۲ قريبة من 1 (انعكاس كبير) يكون التغير في السعة : 


A. 











1—F 
1+ سم‎ 1 
1-7 م1‎ 
( 2 ۾‎ 7 
1+ سر‎ 


كبيرا ويعطي صورة مكونة من خطوط لامعة ضيقة على لوحة قائقة خلفية. 

هذا التأثير الذي يشبه البالة (#اناه1ةط) يسمى التداخل الهدبي أما إذا كانت 7 
قريبة من الصفر (انعكاس صغير) فإن التغير في السعة يكون صغيرا ويكون التداخل 
البدبي واسعا وباهتا. 


تمارين )١, ٠١(‏ 
)١(‏ أثبت أن الاضطراب الضوئي المنعكس في الشكل رقم )١,57(‏ أيضا يكون من 
الشكل: 
E = 4" cos (at - 7)‏ 


أوجد ”4 ول۷ 





IHX HEHEHE EEHEHEFIREIHHEROEIENEFOESEHFHEHIBPIREE Hil 





3 التحليل المركب وتطبيقاته 


(0) تأمل الشكل .)١1,77(‏ لنفترض أن ,4 المسافة بين المصدر 5 إلى ٨1‏ و ر4 المسافة 
من المصدر 5 إلى ,7. 





الشكل رقم (۲۷ .)١,‏ قانون سنيل. 


فإن قانون سنيل (506115188) للانعكاس يذكر أن: 
sin #'‏ 'ن -م usin‏ 
حيث م و'6 هما زاويتا السقوط والانعكاس على الترتيب» ون وان هما 
معاملا الانكسار للهواء واللوحة على الترتيب. أثبت أنه إذا كان 4 هو سمك 
اللوحة فإن: 
'# 6055 2007 = 4 - 6 
(۳) أثبت أن: (× + )= £ هي أيضا حل للمعادلة الموجية. 
)٤(*‏ لنفترض أن ۴ و51 هما على الترتيب الجهد الكهربائي والمغناطيسي عند أي نقطة 
في مجال كهرومغناطيسي. أثبت أن معادلات ماكسويل : 
div H=0 ,divE =0‏ 
OH‏ 


Re , curl H= £ ,۽‎ 
dt ot 





الدوال التحليلية AV‏ 


تعطى المعادلة الموجية إذا افترضنا أن ول /1=» ٠»‏ ۴ و]8 تعتمدان فقط على 
الزمن ؛ والاحداثى ×. (هذا التقريب جيد عندما يكون المصدر موضوعا بعيدا في 
الاتجاه :د عن جوار للنقطة التي نستنتج منها المعادلة الموجية). 


ملاحظات 

)١,١( البند‎ 

تكو ن صيغ علاقة2ب2 في الإسقاط (عنطمة:ومء:ه5) سهلة الحساب: 
[A, pp. 18-20]‏ أو ]38-44 pp.‏ ,11]. 

)١,8( البند‎ 

مرادفات أخرى لكلمة تحليلية هي : هولومورفيه (اطمإه۳ه[ه٠)»‏ مونوجينية 
(monogenic)‏ ونظامية .(regular)‏ 

)١,5( البند‎ 

شروط كافية أضعف معروفة للتحليلية. تبدو أفضل نتيجة كما في -197 .مم ,5] 
[199 حيث نظرية (24طءصة34-ددصهم.1) التي تنص على : إذا كانت كل من »و« 
متصلتين في 6» وكانت مشتقاتها الجزئية من المرتبة الأولى موجودة عند جميع نقاط © 
ما عدا نقاط معدودة من © وتحقق معادلتي كوشي - ريمان غالبا في كل مكان من 26 
عندئذ فإن دض + » -/ تحليلية في ©. أمثلة أخرى تبين أن معادلتي كوشي-ريمان وحدهما 
غير كافيتين للتحليلية يمكن الرجوع إليها في [67-70 .مم ,1]. 

البندین (۱,۷) و(9,١)‏ 

لزيد من المعلومات عن سطوح ريمان انظر : [100-146 .مم ,11 هم يسكا]. جداول 
لدوال أولية للمجالات يمكن الرجوع إليها في الملحق وفي [160]. حيث إن المشتقة لدالة 
عند نقطة » يمكن الحصول عليها باعتبار نسبة الفروق لنقاط متقاربة ويعمم تعريف 
التحليلية إلى أي سطح من سطوح ريمان. 


الفصل الثاني 


التكامل المركب 


COMPLEX INTEGRATION 


التكامل موضوع مهم ومفيد في مبادئ الحسابات (التفاضل والتكامل). وتفترض طبيعة 
البعد الثنائي للمستوى المركب اعتبار التكامل على منحنيات اختيارية في © بدلا من 
قطع مستقيمة فقط من ا حور الحقيقي. لبذه "التكاملات الخطية "خواص مشوقة وغير 
عادية عندما تكون الدالة المراد تكاملها تحليلية. يعد التكامل المركب أحد أجمل وأشوق 
النظريات في الرياضيات. 
(١,؟)‏ التكاملات الخطية Line Integrals‏ 
جميع الخواص للدوال التحليلية التي نوقشت في الفصل السابق مستنتجة من 


قابلية الاشتقاق للدالة. وتفصح النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل الحقيقي عن 
ربط مفيد ومدهش بين الاشتقاق والتكامل المحدود. 


النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل Fundamental theorem of calculus‏ 
إذا كانت الدالة الحقيقية (×) f‏ متصلة على الفترة [4,5] أي أن > × > © فإن 
للدالة (×) ر دالة أصلية على هذه الفترة. وإذا كانت ()5 أي دالة أصلية للدالة (») ر 
في الفترة [4,5] أي انط > × > ۾ ,(«)ر = (٭)'۴ فإن: ' 
j foDar=F(b)- F(a)‏ 


۸۹ 


۹۰ التحليل المركب وتطبيقاته 

أحد الأهداف الرئيسية لهذا الفصل هو إثبات نظرية مشابهة للتكامل الخطي 
لدالة تحليلية في المستوى المركب. يظهر من أول وهلة أن هذا عمل صعب جدا ؛ لأنه 
يوجد عدد لا محدود من المنحنيات التي تصل بين أي نقطتين محدودتين»؛ ولكن الإثبات 
يكون سهلا والتطبيقات مفيدة جدا. 

القوس * في المستوى هو مجموعة النقاط التي يمكن وضعها بالشكل الوسيطي 
على الصورة: 

y:ix=x(), y= y(), astspP 
.]»,8[ حيث إن (1)× و (/)بر متصلتان بالنسبة للمتغير الحقيقي + على الفترة المغلقة‎ 
: ويعرف القوس ۲ في المستوى المركب بوساطة دالة مركبة ومتصلة ذات متغير حقيقي‎ 
)ع = ع : ؟‎ = x(t) + iy(D), asts 8 

يسمى القوس + أملسا (طاهمص») إذا كانت الدالة (1)'رة+ (4)' = (2')4 غير 
صفرية ومتصلة على الفقرة 8 > >٤‏ » أما القوس الأملس جزئيا (5«م) فهو القوس 
الذي يحوي عددا منتهيا من الأقواس الملساء تربط البداية بالنهاية. وإذا كان 1 قوسا 
أملس جزئياء فإن ():< و ():ز متصلتان وتكون (1)'× و ()"بر متصلتين جزئيا. 

يسمى قوس ما بالقوس البسيط أو قوس جوردان (ممه صملإه[) إذا كان 
(,)2 = (,2)4 فقط عندما تكون ,؛ - ا أي أنه لا يقطع نفسه» ويسمى منحنيا 
مغلقا إذا كان (2)6 = (2)2 . ويسمى بمنحنى جو ردان إذا كان مغلقا وبسيطا ماعدا 
نقطتي النهاية »و 8. ويوضح الشكل (1,1) بعض هذه المفاهيم. 
مغال ١١,١,5؟)‏ 

ارسم الأقواس الممثلة بالأشكال الوسيطة : 


7:2(0 =e", 0> 1> 2 0 (1) 


التكامل المركب ۹۱ 


(ب) = )(7*:2 
1+t—1i, -1<ft<0‏ 
منحنى جوردان قوس بسيط 
منحنى مغلق قاطع لنفسه قوس قاطع لنفسه 


١‏ لشكر رقم (١,؟).‏ أقواس ومنحنيات. 


الحل 
(e* ) = je" £0 5 ! )1١‏ فإنالقسوس #أملس (لاحظ أن 1 = 
1 - ”= "م ). إذن» ١‏ يمثل دائرة الوحدة في اتجاه مخالف لاتجاه عقارب 


أي وأن 








الساعة. من الواضح أن #منحنى جوردان (انظر الشكل رقم .)١7,7‏ 

(ب) القوس *7 غير أملس لأن ()'2 غير معرفة عند 0 -4. على كل حال (2)1 
قوس أملس على كل من الفترات [1,0-] و [0,1] » وبالتالي فإن * 7 قوس أملس 
جزئيا. نرى في الشكل رقم (7.7ب) أن * 7 قوس بسيط. 


۹۲ التحليل المركب وتطبيقاته 





(ب) 
الشكل رقم (7,؟). دائرة الوحدة, قوس أملس جزئاً * ۷ . 


تحقق منحنيات جوردان الخاصية التالية : 


نظرية منحنى جgرdI (Jordan curve theorem)‏ 
يفصل منحنى جوردان المستوى الممتد إلى منطقتين بسيطتا الترابط يشترط أن 
يكون المنحنى حدودا لكل منهما. تسمى المنطقة التي تحوي نقطة اللانهاية خارج 
المنحنى » وتسمى المنطقة الأخرى داخل المنحنى. بالرغم من أن هذه النظرية تبدو 
سور كرك أن زمار عسي لهذا مقرل کا مه تر ات ولس وران 

اتجاه موجب إذا كان داخله يقع على يسار المنحنى كلما سرنا على المنحنى. 
فعلى سبيل المثال التمثيل الوسيطي : 
z() =e" =cost +isint, 0 > 1 > 2‏ 
يمثل وسيطيا 1= |2| في الاتجاه الموجب» بينما 27 > + > 0,* 8 - ()2 لامشل 
1 -|2| في الاتجاه الموجب. 
لنفترض أن 7 قوس أملس في ©» ولنفترض أن الدالة المركبة (2)/ دالة 
متصلة على . حينئذ نستخدم التمثيل الوسيطي للقوس 7 لتعريف التكامل الخطي 


التكامل المركب ۹۳ 


للدالة كر على بدلالة تكاملين حقيقيين. فإذا أمكن حساب هذين التكاملين» فإن 
قيمة مجموعهما يسمى التكاملين الخطي. 


تعريف 
لنفترض أن 8 > 1> ©,()2 =2:/ قوس أملس» وأن 30+ + - (2)/ دالة 
متصلة 2 عندئذ يعطى التكامل الخطي للدالة /ر على 7بالصيغة الآتية: 
:2041ماع رو] -عه )1 ,| 
ته iy”‏ + )نع [(م)م)س + ((م)ع)سا 53 | - 
veye‏ نا »ا = 
+i f ED) (+ ver (le.‏ 
ونحصل على التكامل الخطي على قوس ١‏ ذي تجزيئات ملساء بتطبيق التعريف 
الأعلى على عدد محدود من الفترات المغلقة حيث (2)7 يكون أملسا فيها ثم تجمع 
النتائج. إذا كنت غير ملم بالتكامل الخطى » فمن المفيد قراءة الملحق (7-1). 





الشكل رقم (۲,۳). منحنی املس جزئيا. 


۹٤‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


مثال(۲,۱,۲) 
سات ]| على القوس 7 الأملس جريا المسان إلية ف الكل (8) 
بالصورة الوسيطة : 
0S1,‏ ا 
A =‏ 
ODE ES‏ 
فإن 
1 > 0>1, 0 
-2)0 
1st > 2,‏ 1- 


مع عدم تساوي الاشتقاق من اليمين واليسار عند 1= 4.من تعريف التكامل على كل 
من الفترات 1ك > 0 و2 > >٤‏ 1 نحصل على : 
2 1 
EAN DS‏ ق 
xaz = | iar + (2 3 1t = +i,‏ ,| 
حيث 1= (1)× على 1 > : > 0 و 2-4 - (1)×علی 52> 1. 
إذا اخترنا تمثيلا آخر للقوس على سبيل المثال: 


1+ ilogt, Istse 
7:2(0= E es<sts2e 
6 
فإن:‎ 
5 i/t ,1 > 1 > ع‎ 
2(1) = 
ع./1-‎ ,ests2e 
وأن:‎ 


E PS ا‎ o 
| x= | 4 ا ب مد‎ 
يتضح من هذا أن التكامل الخطي مستقل من التمثيلين للقوس 7 » وهذا هو الحال دائما‎ 





التكامل المركب 5 
التحويل في صورة المتغير في حساب التفاضل والتكامل. 
نحصل على قيمة أخرى للتكامل وذلك إذا كاملنا على القطعة المستقيمة * ل 
التي تصل من 1 إلى :. هنا : 
,1< 1< 1,0 +( -)) = مع y*:‏ 
وعليه : 


1+2- 1 
-1t-1+ iat E‏ 0 = .| 
يبين هذا المثال أنه ليس بالإمكان الحصول على نظرية مشابهة للنظرية الأساسية 
للتفاضل والتكامل لجميع الدوال المركبة المتصلة (2)/ . افترض بدلا من ذلك أننا 
اعتبرنا فقط هذه الدالة المتصلة (2) ر التي هي مشتقة لدالة تحليلية 7 + U‏ = م على 
منطقة معينة © تحوي القوس الأملس ۲. وبالتالي ينتج من التعريف أن : 
ff FEC (e‏ = عن(" ] = rez‏ | 
ونجد باستخدام قاعدة السلسلة : 
fa {FEO‏ سا 
Ueki f, ENN‏ = 
وبتطبيق النظرية الأساسية لحساب التفاضل والتكامل على كل من هذين التكاملين 
الحقيقيين نخحصل على : 
(z(e|‏ 7 -((صاع)ننا: + [[(عاعانا - ((ماع)نها - عف(ع)/ | 
F(z(a))‏ -((ماع)" = 


15 التحليل المركب وتطبيقاته 

وبالإمكان أن نعمم هذه النتيجة على أقواس ملساء جزئياء بإضافة النتائج التي 
نحصل عليها من أقواس ملساء جزئياء وذلك لأن النتيجة تعتمد على نقطتي النهاية 
لكل قوس أملس ونكون بذلك قد أثبتنا النظرية التالية. 


Fundamental theorem (of calculus) النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل‎ 

إذا كانت (7)2 دالة تحليلية ومشتقتها (7")2 = (2)/ متصلة على منطقة © 
تحتوي على قوس أملس جرثيا : 

y:z=z(t)a st > 88, 
فإن:‎ 
j, £= (عاع)” -((راع)”‎ 

حيث إن التكامل يعتمد فقط على نقطتي النهاية للقوس 7فإن التكامل مستقل 
عن المسار. وعليه يمكن الحصول على نفس النتيجة لأي قوس أملس في © له نفس 
نقطتي النهاية. لأي منحنى 7 مغلق أملس جزئياء فإن النظرية الأساسية تعطى : 

0- 2ه (2)/ ,| 


F(z(2)) = F(z(a)) 


مغال (۲,۱,۳) 
اخ 4 وإ حيث 1 و*7 القوسان الموضحان في الشكل (۲,۳). 








التكامل المركب ۹۷ 
الحل 
الدالة المتصلة 2 = (2)/ر مشتقة الدالة الكلية - (2). يتمثيل وسیطیا 
كما في المثال (1.7,؟) نحصل على : 
١ ( + it )dı + 6 - 1)+ 16 1‏ = 242 1 
=i f dt - f + | (-2r-i f a= -1‏ 
وباستخدام التمثيل الوسيطي * من المثال (۲,۱,۲) خصل على : 
a‏ +1 +0- ]| = 24| 
f ar +i f (0-2 =-1‏ -= 
باستخدام النظرية الأساسية لأي قوس أملس جزئيا ۷ بدايته عند 1 ونهايته عند 21 


.0 
0 
حفن ۰ 


مغال )۲,١,٤(‏ 
أثبت أن : 


| dz 4 


7 اداج 
الحل 
تبدو هذه النتيجة وكأنها تعارض النظرية الأساسية حيث 1= |2| هو منحنى 


: 1 1 1 
جوردان. إلا أن الدالة الأصلية للدالة - = (2)/ هي لوغاريتم 2 وهي تحليلية على 
2 5 3 


۹۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


سطح ريمان 91 الموصوف في (1,7) و(1,4). المنحنى 1= |2| ليس مغلقا في (91). 
هناك طريقتان للحصول على هذا التكامل سوف نوضحها فيما يلي : 

لاحظ الآن إذا فرض عكس ذلك فإن التكامل على منحنيات جوردان يؤخل 
بالاتجاه الموجب» وعليه إذا مثلنا وسيطيا المنحنى 1= |2| بالشكل : 

22 >1 >0 ,“م - ()جع 
فإن: z'() =ie"‏ 
وبالتالي فإن التكامل يصبح : 
(Jat _ - (ar =i fh =2‏ را 
لاستخدام النظرية الأساسية في حساب هذا التكامل» نختار أي فرع لسطح ران 91 
للدالة التحليلية : 
F(z)=logz = 1og|z| +15 2‏ 

ل ل ا 0 
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مثال )۲,۱,٥(‏ 
لنفرض أن (7)2 أية كثيرة حدود و ۷ قوس أملس جزئيا. 
أثبت أن : 
P(z2)dz =0 01)‏ | إذا كان ؛ منحنيا مغلقا. 
(ب) P(24z‏ | يعتمد فقط على نهايتي ۲ . 
الحل 
كل كثيرة حدود (2)2 متصلة في © وأكثر من هذا إذا كان : 


do,‏ + مره +...+ 1 "2ر_,a+‏ "جره - (ج)م 


التكامل المركب ۹۹ 


فان (2)2 هى مشتقة لكثيرة الحدود التحليلية : 
n 2‏ 1+ 
ا سكي به )0)7 
n‏ 


7+1 
وعليه فإن النظرية الأساسية محققة وكلا من الجزأين )١(‏ و(ب) يكون صحيحا. 





+02 


مثال )7,١,5١‏ 
حيث 2 05ت دالة كلية وتكاملها 5122 فإن: 


[cos ملاع‎ = sin أت‎ , = 2sini = 2isinh(1) 


وعلى أي منحنى 7 أملس جزئيا مغلق يكون: 
0 = عله cos‏ | 
4 
تمارين (١,؟)‏ 
)١(‏ أثبت أن التمثيل الوسيطى : 
acost + ib sint‏ = (2)2 : ¥ و 27 > 1 > 0 


1 
بال العطع ی و 82 


في التمارين من (۲) إلى (1) أوجد تمثيلا وسيطيا أملس جزئيا لكل من الأقواس 
والمنحنيات المذكورة : 


(۲) نصفا لدائرة من [إلى 1- 




















1۰ التحليل المركب وتطبيقاته 


() المربع () المخلث 
ما 
Im 2‏ 
م + 1 i‏ 
Rez 1 Re z‏ 5 5 





0) أثبت أن (206 يمكن أن تعرف على أنها المتجه المماس للقوس : 
z(t)‏ = ع : ؟ عند جميع النقاط 0عع 0( 2. 
احسب التكاملات [za‏ > عر و [xaz‏ على المسارات المعطاة في 
التمارين من (۷) إلى (9): 
(۷) قطعة الخط المستقيم من 0 إلى -1. 
(6) الدائرة 2|1 |. 
(۹) الدائرة ۸ دإ » - 2# |. 
(۱۰) احسب 02 بز / حيث ۲ الخط المستقيم الذي يصل اب :. 
(١١)احسب‏ 42 بر / حيث 7 القوس في الربع الأول على طول 1 -| 2 | بين اوة. 
(0) احسب 02 بز / حيث 7 القوس على طول حور الإحداثيات بين 1وا 


(1) بملاحظة أن كل القيم في التمارين من )٠١(‏ إلى )١7(‏ مختلفة؛ لماذا لا تتعارض 
هذه النتيجة مع النظرية الأساسية؟ 


التكامل المركب ٠١١‏ 
استخدم التمثيل الوسيطي للأقواس لحساب التكاملات في التمارين من )١5(‏ 
إلى )۲١(‏ تأكد من حلك باستخدام النظرية الأساسية. 
21١5(‏ احسب التكامل جك "(ه - 2)| حيث #١‏ عدد صحيح وذلك حول الدائرة 
۸ = إه - 2| » (الجواب في حالة 1- = 7 يختلف عن البقية). 
۱(١‏ ¢ ث ۷ خط مستة بالعدد :. 
)١١(‏ احسب 2 ٤‏ حيث ۷ خط مستقيم يصل 1 بالعدد 1 
(17) احسب 642 ] حيث مسار في الربع الأول على الدائرة 1= |2|يصل بين 1 ون 
7 0 
(/18) اخست |e‏ حيث [ المسار على طول محور الإحداثيات الذي يصل 1 بالعدد :. 
7 ۳ 
(10) احسب |٤۳‏ . 
09 خب sinh(az)dz‏ | 
(۲۰) احسب [e-a)'az‏ . 
1 ؟) إذا كان القطع الناقص 
z() = acost + ibsint,0 > ١ > 27,a? -82 =1‏ 


أثبت أن : 





,27 = 2 | 
2ج 7/1 


يعتمد على القيم التي يأخذها الجذر. 
(إرشاد: 7( )'] = z7)‏ -1) 
(۲۲) لنفترض “6 - ()2: ,ر و 6< (2)0 : ,7 حيث 0>7 
dı‏ 
احسب ج على طول كل من 1و 7. 
(7) احسب 42 2 ع٠ا‏ على طول كل من المنحنيين المذكورين في التمرین(۲۲). 


١٠.‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


(۲)احسب 242ل على طول كل من المنحنيين المذكورين في التمرين (17). 
(استخدم الفرع الرئيسي للدالة 2/). 


(7,7) نظرية جرين ونتائجها 


Green's Theorem and its Consequences 
القسم السابق أن التكامل الخطي‎ )۲,٠,١(و‎ )۲.٠.٤( وجدنا في كل من المثالين‎ 
لكثيرة حدود على منحنى مغلق أملس جزئيا معدوم ولكن:‎ 
و ا‎ 


z‏ اده 
لاحظ أن الدالة 2 غير تحليلية عند الصفر. فهل يمكن أن يكون التكامل الخطي للدالة 
على طول منحنى جوردان المغلق الأملس يساوي صفرا؟ إذا افترضنا أن مشتقة 
الدالة التحليلية المراد مكاملتها متصلة داخل منحنى جوردان الأملس. ليس هذا 
طلبا غير معقول» لأن المشتقة لكل دالة تحليلية صادفناها هي تحليلية. بُني الإثبات 
على النتيجة التالية الموجودة في معظم كتب التفاضل والتكامل. كما توجد في 
الملحق .)١-١(‏ 


نظر يه جرين Green's theorem‏ 
لنفترض أن © منطقة داخل منحنى جوردان الأملس جزئيا ¥“ ولنفسترض أن 
الدالتين الحقيقيتين م» و ۾ متصلتان على 60١‏ ومشتقاته الجزئية من المرتبة الأولى 
متصلة في © عندئذ فإن : 
xdy = pdy - qdx‏ رو + (p,‏ 1 





التكامل المركب ١٠.‏ 


لنفترض أن ا + ٠‏ = ر تحليلية على منحنى جوردان الأملس وداخله» 
وبإعادة كتابة تكامل على طول ۲ كما في الشكل : 
(u + iv (dx + idy)= | «ax vay +i f vdx + udy‏ - 1(2 ,| 


إذا كانت ' f‏ متصلة على © فيكون كل من ,1,4,۷۷ متصلة. وبتطبيق نظرية 
جرين على التكاملين 158 SS‏ 

[r =- jl Vy, + , x dy + ff ( Vy =U, , x dy 
تحقق المشتقات الجزئية الأولى معادلتي كوشي -ريمان ,۷= ,1 و ,لح = ,۷ا حيث ل‎ 
تحليلية » إذن تساوي كلا من الدوال المراد مكاملتها في الطرف الأيمن صفراء وذلك‎ 
بفرض أن (2)"/ متصلة على 6. وبذلك نكون قد أثبتنا النظرية التالية.‎ 


نظرية كوشي Cauchy's theorem‏ 
لنفترض أن (2)/ دالة تحليلية على منحنى جوردان الأملس ۷ وداخله» عندئذ 
- ْ 
,0= 2(42) / ,| 
ويعتمد هذا الإثبات على افتراض أن (2)”/ متصلة على ©. وفي هذا القسم 
سوف نتحقق من هذا الشرط قبل أن نستخدم نظرية كوشي. وعلى كل حال سنثبت في 
القسم (5.0؟) أن هذا الشرط ليس ضروريا في الحقيقة سنثبت أن الدوال التحليلية لها 


مثال ١(‏ ,۲ ,7) 
اخس : و 1 
1 4+ 2ج |zl=1‏ 


١٠.5‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
الحل 
يفيد الرمز المستخدم أن التكامل على دائرة الوحدة مأخوذ في الاتجاه الموجب 
وكل من الدالة: 
2 
(4+ =( ومشيقتها ٢ے‏ 22+4 = ريم 
)4 + 2( 
تحليليتان على وداخل 1 - |2| » وبا أن المشتقة تحليلية» فإنها متصلة. وبالتالى يمكن أن 
نطبق نظرية كوشي. 


2 


6 
0 - عل ا 
4 + 7ج =2 


مثال (؟؛؟؟) 


ع 


8 2 2 
أت أن 1 >0 8621 EF‏ 1 


27 1 2م‎ -2Rrcos@+ r? 
تسمى الدالة المراد مكاملتها اعصع؟! «مووزه2 , ولها عدة خواص مفيدة سوف ندرسها‎ 
الحل‎ 

تساوي نواة بواسون (اعصمه1 دمووذهم) الجزء الحقيقي من الكسر. 


R+ re -_ R + re'® JR = re ® _R —F? + 2irRsin @ 
R-re® ([R-re'® JR-re ®) R? -2rRcos0 +r 


بوضع z= re‏ مع ثبات ٣‏ نجد أن: 


1 2 2 15 
ا ا مم م _ 0 
z‏ 2-2 مد اال 277 2r 0 R° -2rRcos@O+r‏ 


التكامل المركب ه ١.‏ 
ولكن باستخدام الكسور الجزئية نجد أن : 


ول 2 1 R+z dz f‏ 2 
Rez 2‏ »اف 278 z(R — z)‏ انال 27i‏ 
202 ا dz‏ 1 
ج- 2 z=‏ 228 
بإمكاننا إثبات أن التكامل الأول في الطرف الأيمن يساوي الوحدة بالطريقة المستخدمة 


4 تت 
z‏ ادال 27# 


في المثال )۲,۱,٤(‏ حيث “مر دعاو “مم د '2 ) 2 > 1ك 0. 
يساوي التكامل ار ا 


وان ت و معد 0 = (2)”/ تحليليتان على > |2|. 


(R 0 


مثال (” ,۲ ,7) 
أثبت أن: 
مسرل سه cos2bx‏ 657 
اللحل 
بتطبيق نظرية كوشي على الدالة = (2)/ التحليلية على منطقة تحوي 
المستطيل ,4 > || و 5 > بر > 0 (انظر الشكل رقم (4 ا 


a ~a i52 0 59 
0= * dx + خی‎ idy+| e dx+ | e €™ روم‎ 
م‎ a b 


= e” dx # e 1 “مدي‎ (cos 2bx isin 2bx x 


e" fe 2) 2iay _ g-2iay ly 


2 طم 2 مي 
cos 2bx dx + 2e” fe sin 2ay dy, (1)‏ د e‏ ل * =e‏ 


١١5‏ التحليل المركب وتطبيقاته 





الشكل رقم (4,؟). مستطيل التكامل 


حيث الجزء التخيلى من التكامل الأو سط معدوم. ولكن باستخدام الإحداثيات القطبية 


0 a) = [eax f e7 ره‎ 
= 6 ع م‎ 
ت‎ | e7 rdrd0=z, (2 


وعليه فإن أول تكاملين في (1) يتقاربان عندما ه ج ». يجعل »جه فالحد الأخير 
في (1) ينعدم وبالتالي : 
re”‏ = برل cos2bxdx = e 1 e”‏ “دع 1 


مثال ٤(‏ ,” ,7) 
أثبت ت أن : 


ا م 
XxX 4‏ 


الحل 





ک على طول الحدود للحلقة gr > |:| <R‏ < مومه > 0 . انظر 


ا م 


۰۷ التكامل المركب‎ 
R م‎ 712 Re R 2م . ع‎ i(7 
٣ de +i | 6 080 - ده‎ € 0482-0 (0) 


24 


f 5‏ 0 
الشكل رقم (5,؟). منطقة التكامل. 
f rae‏ < 049( 1 


التي سنثبتها بالنسبة للدوال المركبة المراد مكاملتها في القسم (۲,۳)ء نجد أن: 
sin 20‏ تج 712 Re)‏ 7 . 
i e d < 6 d0‏ 


-2 [e g 
0 





2 0 22/4 
ون #اقثقفسي |2> 





۰۸ التحليل المركب وتطبيقاته 

حيث (40/7) - 20 818 = (۸)0 تساوي الصفر عند 0,5/4 = 0 وتحقق 0 > (۸")0 
لقيم 2/4 > 0>0 ويعني هذا أن 7 مقعرة لأسفل وأن کے < 20 هأه. وبالعالي فان 
eT‏ ا له 
ا 


0< ۲ حيث >1 


(e -1d ع‎ 
0 . 








i < i(re' 9(2 
0 


yg‏ عندما 0 < .١‏ بمجمع التكاملين 


الأول والثالث في (3) وبجعل e‏ 
ir‏ تكد ای کی وه 
dd‏ 2= 2 د | =0 
ا | اك ا 











تمارين )5 فيه 


)١(‏ أثبت أن: 





سن 1082 ا 
2 |2| 
رغم أن 1.082(/2آ) ليست تحليلية على 1 > |2|. 
فما هى النتيجة التى يمكن الحصول عليها إذا كاملنا : 
يه قط | 
7 


2 





حيث “6 -(2)0 :ير و 22 >0>1؟ وضح. 
باستخدام نظرية جرين في التمارين من (۲) إلى »)٤(‏ حيث 4 تساوي مساحة © 
و60 حدود 0. 


(۲) أثيت ت أن : 4 - xdz‏ ا 
ac‏ 


التكامل المركب ۰۹ 
(۳) أثبت أن : 4- ر ا 
00 
` (4)أثبت أن: 24=214 ,| 
OG‏ 


(0) أثبت أن : 


sin a 





22/2 
e““'' cos(t + a sin Odi = ,4 <0, 


وذلك بمكاملة ”ء على طول منحنى جوردان في الربع الأول المكون من ربع 
الدائرة © = || » وعلى قطعة الخط المستقيم من 12 إلى 0 ومن 0 إلى 4©. 


0) أثبت أن: 
aT‏ 7 
E) a‏ ى e“ cosh‏ | 
a +b‏ 2 
aT‏ 7 
e“ sinbt d= E ES‏ | 
a” +b‏ 8 
وذلك بمكاملة ۶ه = (2)/ على طول قطعة الخط المستقيم من 0 إلى (طة+ 4). 
(۷) أثبت أن: 
بت 1 1 T‏ 
cosh bT +‏ 1ه stb — aco‏ لك 8 _ بن sin atcoshbr‏ | 
a +‏ 


bcosaT coshbT + asin aT sinh bT —b 
a” +b 
.(a +ib)T 
احصل على التكاملات‎ (A) 


asin aT cosh bT + bcos aT sinh bT 
a” +b 


7 
ر‎ cos at sinh bt dit = 


7 
1 cos at cosh bt أل‎ = 


ا التحليل المركب وتطبيقاته 


bsin aT cosh bT - 5مك ه‎ 27 sinh bT 
a” +b 


وذلك بمكاملة 2 08ء = (2)/ على طول القطعة المستقيمة من 0 إلى 7(ط1+ »). 
(9) بفرض أن 1> 5 > 0 وبتطبيق نظرية كوشي على الدالة 1+2*(7)-(2)/ على 
طول جدود المسنتطيل في الشكل (5,4)+ ثبت أن: 


7 
1 sin at sinh bt dt = 


»_ )1- +x) 
2 


“|1 - + + 2 


: أثبت أن‎ )۱١( 
9 7 9 5 
ا‎ e cosax dı: = e و‎ k>0, حقيقى‎ 8 


(۲.۲,0) مع الدالة = (2)/ » تأكد من الجواب بتبديل المتغيرات. 
(۱۱) أثبت أن 


3 م‎ + x | ها دون‎ + 26 sin kr » coskx 
1 (1-b + x J + 4x? عت‎ |] 


5 


8 ا‎ b7” + × Jsin م‎ - 2xbcoskx ل‎ -0 


(1-b + 2م‎ + 4x? 
حيث 1> > 0 و ۸ عدد حقيقى.‎ 
ا ل‎ 


اك کر ا (e ib)‏ 0 1 


كر + 1م ا 
(۱۳) أثبت أن: 0< e sin 2xb dı =e 1 e“ dx,‏ 


وذلك بالتكامل حول مستطيل مناسب. 




















التكامل المركب ۱۱ 


: أثبت أن‎ )١8( 
| cosx dx = f sin x dx a 
0 0 2/2 
'اعدوع:). وذلك بتطبيق نظرية كوشى على الدالة‎ 5 1te (تكاملات فرسینل‎ 


6 -(2)/ على طول حدود القطاع ۸ > |2| > 0و ۸/4 > 2 هقتة > 0. 
)٠١(‏ أثبت أن : 1+ 2 fe cos) = Û‏ 


1 e" sin(x? ا = مرك(‎ 3 


وذلك بمكاملة ٠”‏ على طول حدود القطاع > || > 0 و2/8 > 282 > 0. 
(15) أثبت تكامل دريشليت (Dirichlet's Integral)‏ : 


o sin xX r 


2 × 0 
وذلك بمكاملة /”ء = )z(‏ على طول حدود المجموعة r <|z|<R‏ 
و 7> 3682 > 0. تأكد من جوابك بتبديل المتغيرات في المثال ٤(‏ ,۲ ,؟). 


(,7) صيغة كوشي للتكامل 
The Cauchy Integral Formula‏ 
سوف نحتاج إلى الحقائق التالية حول التكامل. 
نظرية 
0 2(42) :1 | م + ı(2)+ 4 (2)kz = e f f(z2)az‏ 1 1 
f (z2)dz + 1 f (z2)dz, (ii)‏ 1 = 1)22 ر 


حيث ر + ۲ المسار الذي يحوي أولا ,۷ ثم يليه ولا. 
f(5) (ii)‏ |-دعهه)/ | 
7 7 


11۲ التحليل المركب وتطبيقاته 
حيث ۲ - المسار الذي اتجاهه عكس ,. 
f (fela (iv)‏ كاتهه)/ | 
1 7 


حيث |42| هو التفاضل بالنسبة لطول القوس لأن: 


|az| = |ax + idy| = (ax)? + (dy)* = ds 








البرهان 
لإثبات (1۷) لاحظ لأي ثابت حقيقي 6 أن: 


Re” /)204 | - [Reef (e('( ar < f )م‎ 


لأن الجزء الحقيقى من العدد المركب لا يمكن أن يكون أكبر من القيمة المطلقة له. 
بكتابة بالصيغة القطبية شع dz‏ =0 » نجد أن العبارة و 
بكتابة 2(42)/ | بالصيغة بية مع وضع | 2(42)/ | هته بد أن العبارة في 
الطرف الأيسر تؤول إلى القيمة المطلقة للتكامل» وتكون المتراجحة صحيحة. 
والإثباتات المتبقية هي نتائج مباشرة من تعريف التكامل الخطي في القسم )۲,١(‏ وهي 
تطبيقات مباشرة مع بعض الإثبات المطول ولذلك تركت ولتكون بثابة تمارين ا 

إذا كانت 4 > |(2)/| عند أي نقطة على القوس 7 الذي طوله 1 » فإن 
الحزء (17) للنظرية يعطى المتراجحة (المتباينة) : 


<M | اعه|‎ - ML 
2 





oe 

2 
مثال (١,",؟)‏ 
أثبت أن : 


2 








4 


التكامل المركب ١١7‏ 
الحل 
من الجزء (۷ن) لدينا: 
|42 








ا 0 





1 02| > 


|2|=1 





حيث 86> "ع = دائرة الوحدة: 


75 3 | َ 5 


والمتراجحة (المتباينة) محققة. في الحقيقة من الواضح أن 





dz = 27e 











< 27e 











dz 





| تبلغ القيمة © فقط عند 2 
نظرية كوشى: للمناطق متعددة الترابط „(multiply connected regions)‏ 


نظرية 
لنفترض أن داخل منحنى جوردان الأملس جزئيا م يحتوي على منحنيات 
جوردان الملساء وغير المتقاطعة ,/ر...., ,/روأي منها غير موجود داخل الآخر. لنفترض أن 
(2)/ تحليلية في المنطقة 6 التي تحتوي على المجموعة 5 المكونة من جميع النقاط 
الواقعة على ./'وداخله ولكن ليست داخل ۽ #,...,1 = ۸ عندئذ تكون: 
2)dz = 2)dz‏ 
1 ,| بط مال 


البرهان 

يمكن دوما إيجاد أقواس ملساء جزئيا. ومنفصلة ,1 حيث #,...,0 > ۸» تصل 
۾ 1 بالقوس ,,م#(حيث ,7 يصل ,”ا بالقوس 1)»؛ وبذلك نحصل على منحنيين من 
منحنيات جوردان الملساء جزئيا ويقع كل منهما داخل منطقة جزئية وبسيطة الترابط من 
©. (وقد حذفنا البرهان لكونه بدهيا). انظر الشكل رقم (5,1؟). 


11٤‏ التحليل المركب وتطبيقاته 





الشكل رقم (7,5). جال متعدد الترابط. 
باستخدام نظرية كوشي فإن تكامل (2) ر على هذه المنحنيات كل في الاتجاه 
الموجب يتلاشى ولكن المساهمة الكلية لتلك المنحنيات تكافيء سير 0" في الاتجاه 
الموجب و ,2,..., بر في الاتجاه السالب (عكس)» ...م2 في الاتجاه المعاكس. يؤدي 
هذا إلى إلغاء أحدهما الآخر وبالنتيجة فإن: 


0 ج 0 = 0 7 =0 
bt, f (24z = | 1242 2 f (2d‏ 
بعد ذلك سوف نثبت النتيجة المدهشة وهي : تعين بالكامل قيم دالة تحليلية 
داخل منحنى جوردان الأملس جزئيا بوساطة قيمها على المنحنى. 


صيغة كو شي للتكامل The Cauchy integral formula‏ 
لنفترض أن (2)/ تحليلية على منطقة بسيطة الترابط تحتوي على منحنى 
جوردان 7 الأملس جزئيا عندئذ تكون: 
(2)/ر م 1 
E A‏ 
J) E‏ 
لجميع النقاط ي داخل المنحنى ۲. 














التكامل المركب 1° 


البرهان 
لتكن ى نقطة ثابتة داخل 9 » عندئذ» يوجد لكل 0 < ع معطى قرص مغلق 
> - 2| داخل ۲ بحيث يكون: 
> |( -(2)/| 
انظر شكل (۲,۷). 


ڪا 2 2 


تحقق ١‏ < |4 - 2| » نظرية كوشي على المناطق المتعددة الترابط تعطي : 


Og,‏ ميقل ل 
z — ¢‏ مهنال 278 كي دج ركف 277 








الشكل رقم (۲,۷) صيغة كوشي للتكامل. 


ولکن : 


Oa dz J-I yy 
6 2-4 e 2 ي-ج 5 3 كدج‎ 8 


من المثال )۲,۱,٤(‏ أو تمرين )١5(‏ من القسم (١.۲)ء‏ يساوي التكامل الأول من 
الطرف الأيمن 277 » وبالتالي: 








1٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


f(2) |۶ (2 - £ (7| 
e 2 e-2 5 يد‎ 


وبما أن © عدد صغير اختياري قريب من الصفرء فإن البرهان قد اكتمل. 





|42| > 








مال (۳,۳,۲) 


0 


أوجد: 


060052 





ج | على المنحنيات المعطاة: 


001 7 
)( 2= (ب) + إء|:,ز (ج) 1/21 م|: و 
الحل 
YE20‏ 
602 


بإيجاد الكسور الحزئية للمقدار 3 خصل على : 
2 + 2 


dz-‡ | COS Z dz‏ ا COS Z d= 1 COS Z‏ ا 


rz +7 2 2+7 7 Z—i 














= 2ri[cos(0) - 4 cos(-7) — 1cos 1 ج ا‎ 271 - cosh(1)] 
,:|z| + (ب)‎ 


COS Z 


وبما أن الدالة اا كان ۲ وداخلها فإن التكامل يساوي 2758 مضروبا في 


قيمة الدالة عند 0= 2 أي : 





052 . 
1 dz = 28 
rz +z 


,:|z-1/2| =1 (ج)‎ 


ويا أن الدالة س ممريلية على وداخل و وآن: 


2+7 





التكامل المركب 11۷ 


1مك 

z(z-i) 2 2=] 

ممه =1 2 = ا 0( و ا 
2i 2‏ چ تعر 


بالطبع يمكن إنجاز الأمثلة الثلاثة جميعها باستخدام الكسور الجزئية التي حصلنا عليها 
في (2)1 مع ملاحظة أن الجزء المراد تكامله ينعدم عندما تقع النقط 0 أو ± خارج 7. 

إذا فاضلنا صيغة كوشي للتكامل بالنسبة إلى ي)داخل علامة التكامل فإنه يمكن 
الحصول على صيغة للتفاضل عند جميع النقاط داخل 7 


(2) ل 1 
(z¬ 7‏ 7 1260-2 
للتحقق من هذه المعادلة نستخدم صيغة كوشي للتكامل e‏ 
e‏ وكام لل دفار 
ج) r‏ 27 


لح( e‏ 
f (z)dz‏ | 
(2-ه-ع) (z-¢F‏ 7 هه 
لنفترض أن 4 أقصر مسافة من ى إلى ۲ و14 القيمة العظمى للدالة |(2)/| 
على ۲ و 1 طول ۲ ولنفترض أن 4/2 > |#|. فإن: 


م -|- 2< || 


فإن : 


ومن ثم فإن: 





27 


MLR‏ „ ا 
“م r (z- (zf)‏ 





۱۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


FF f(2)‏ 1 _وار- لها لح 
0 -- يي E‏ 


في القسم )۲,١(‏ سوف نعمم هذه الطريقة ؛ ونشبت أن نظرية كوشي للتفاضل : 


(n) تقد (2)/ ا‎ 
O 1 dz, n" =1,2,.... 


تكون صحيحة لجميع النقاط ي داخل منحنى جوردان الأملس جزئيا 1 داخل في 
منطقة بسيطة الترابط © التي تكون عليها (2)/ تحليلية. لاحظ أن هذه الصيغة تدل على 
أن (2)/ لبا مشتقات من جميع الرتب على 6. وعليه فإن المشتقة لدالة تحليلية هي 
أيضا تحليلية وبأخذ هذه الحقيقة نحصل على نقيض نظرية كوشي التي دائما مفيدة في 
بناء تحليلية الدالة. 


نظرية موريرا (Morera's theorem)‏ 
إذا كانت (2)/ متصلة في منطقة بسيطة الترابط © وتحقق : 
(2)dz =0‏ £ 1 
لجميع المنحنيات المغلقة الملساء جزئيا + في © فإن (2)/ تحليلية في ©. 


البرهان 
لنختر نقطة 256 في 6 ولنعرف 7 على الشكل التالي : 
F(2)= | 44‏ 
لجميع النقاط z‏ في © فإن (2) ٨‏ معرفة جيدا والسبب أنها مستقلة عن المسار. إذا كان 
كل من ,۷ و د منحنيان أملسان جزئيا في © من ,2 إلى 2 فإن و- 7= منحنى 
مغلق أملس جزئيا في © وأن: 
a¢- j, Ha¢‏ ,| -6(464)/ | =0 


التكامل المركب ١‏ 
وما أن /ر متصلة لأية نقطة 2 في © فإنه يوجد لكل ٠<0‏ قرص 6 > |2- | في © 
حيث + > (2)/ -(6)/|. 

إذا كان © > |۸| نحصل على : 

EDF يدور "] ال‎ f مدير‎ 1 f" reac 

حيث يمكن أن نأخذ التكامل على الخط الواصل من 2 إلى ۸ + 2. 

وما أن : 

۾ "| ۶(2 

فبالطرح نحصل على : 


4ه - هارا FE+M-=FCD‏ 


7 
>> |44 |(2)ار دك 5 





إذن (2)/ = (7")2 وعليه ‏ تحليلية على ©. ومنه / لها مشتقة تحليلية »> وهذا يثبت 
أن تحليلية أيضا على © . 


مثال (۳ ,۳ ,۲) 


أوجد: 





COS Z 
علي‎ 1 5 
2إ‎ (0 z=) لاإ‎ 0 
الحل‎ 


() 1 = ا:7 


١)‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
في هذه الحالة (1- 2) / 0052 تحليلية على /ز وداخلهاء وبالتالي باستخدام نظرية 
كوشي للمشتقات نخصا على : 








ا 
dz = 27 COS Z‏ 2-1 1 
7-1 2 8 


= 27, 





(ب) ‡= |1- مام 
الآن 226052 تحليلية على ,زر وداخلهاء وبالتالي التكامل يساوي 27# مضروبا 


بقيمة المقدار 0827ء 2 2 عند 1 - 7 ؛ أى أن: 


dz - 27# 005 (1) 





-2 
ا‎ 25 COSZ 
7 2-1 


(ج) 2= إ2|:ر 
باستخدام نظرية كوشي على المنطقة المتعددة ا يمكن أن نستبدل ۲ بالدوائر في 
الجزء (1) و(ب). إذن ناتج التكامل يساوي |1 - (2]005)1 . وبطريقة أخرى 
وباستخدام الكسور الحزئية نحصل على : 


1 1 
١ تنلات‎ dz = 1 cos 1-1 ھا‎ 
7 z2 )2-1( 7 2-1 2 


2 ت 








27i[cos(1) — cos(0) + sin(0)] = 27zi[cos(1) — 1],‏ = 
وذلك بوساطة نظرية كوشي للتفاضل. 


تمارين (۲,۳) 


ٌ dz 
7 (z ¬~ a)(z —b) 
بتفريق الدالة داخل التكامل إلى كسورها الحزئية.‎ 


التكامل المركب ۲۱ 


)١(‏ إذا كانت كل من © وط داخل/. 
(؟) إذا كانت كل من © وط خارج . 
(۳) إذا كانت ط تقع داخل× وه خارجها. 
لنفترض أن : 
0>1>2 و 1+ ك2 - ()2 :نز 


| a 2) 


2 





|] 
7 


2-1 





2 


1 5112 م‎ 00 
7z +1 





٣ dz 0 


و و 
لنفترض أن : 
=2e" +1 1 0 > 1 > 22‏ )(2: 7 


1 6 عل‎ (N) 
2 


2 
4 


ا 
)z-1(‏ 7 


sin Z 
2 


1 ھا‎ dz (۱۱) 
7 )z¬-1( 








۲۲ التحليل المركب وتطبيقاته 
أثبت المتساويات التكاملية في التمارين من )١7(‏ إلى :)١5(‏ 
)^ مهيز f,‏ + عه(ع),ر (2az =e f,‏ +)2( يها ,| 
f (z)dz (1۳)‏ 3 +ج2(4)/ ب f(az=‏ | 
772 
f (2)42 =- f f (z)dz (14)‏ |3 
7 4 
(16) بدون حساب التكامل أثبت أن : 
dz a‏ ا 
ll=2 z2” +1 3‏ 
)١1(‏ إذا كان ١‏ نصف الدائرة: 











|| - R,|arg z| > 2/2,2<1 


A 22 
<s—| L س‎ 
3 8 | 


0 احسب (هإا+ ةا | 





وني 2 1-08 
72202 








0 لنفترض أن سم 


/ 1 )2( 00 
١ 2 | R-|z J 


(۹) إذا كانت (2)/ تحليلية في 1> |2| و e‏ فبرهن على أن : 


0 (0) < (n+ 1 4 3 
7 


8 >زز| , 


)۲١(‏ أتوجد دالة تحليلية (2)/ تحقق “برام > |)2( ”| ميم الأعداد الصحيحة 
الموجبة ۸ عند نقطة ماج ؟ 





التكامل المركب ۳ 


kz" 


| £, احس‎ (١ 1١) 
ا‎ 2 ١ 

1 حيث 1 عدد صحيح موجب. أثبت أن : 

2r 

1 e" "® cos(k sin n O)dO = 27 


0 


(۲۲) إن كثيرة الحدود للجندر )Legendre Polynomia)‏ (2) ,۴ تعرف بالشکل : 


2" n! dz" 
: استخدم صيغة كوشي للتفاضل وأثبت أن‎ 


لحك ]ارم 
n+]‏ 7 


حيث 2 نقطة داخل منحنى جوردان الأملس جزئيا 7 . 

(0 أثبت نظرية موريرا الموسعة التالية : لنفترض أن (2)/ متصلة في المنطقة © (من 
الممكن أن تكون متعددة الترابط). ولنفترض أن لكل يفي © يوجد قرص 2 
محتوي ي في © بحيث يكون: 

j, £242 =0,‏ 
لجميع المنحنيات المغلقة الملساء جزئيا 7 الموجودة في 2ء فإن(2) £ عندئذ 








F,(z) = [(z -1"] 





تكون تحليلية في ©. 
(9) لنفترض أن (7)2 كثيرة ال ق 
جزئيا 7 › أثبت أن : 
a‏ 


يساوي عدد جذور (2)2 داخل ۲ بما فيها المكررة. 


١"‏ ال لتحليا المركب وتطبيقاته 


(7,4) نظرية ليوفيل ومبدأ القيمة العظمى 
Liouvile’s Theorem and The Maximum Principle‏ 
نعرض في هذا البند ثلاث نتائج مفيدة من صيغة كوشي للتكامل ونعممها إلى 
المشتقات العليا. 


نظر ية جاوس للقيمة المتو سطة Gauss'’s mean value theorem‏ 
لنفترض أن (2)/ تحليلية في > |ي - 2[ عندئذ يكون: 
f(G+re®)d@, 0<r<R‏ = 
0ل 27 
البرهان 
تذكرنا صيغة كوشى ي للتكامل بأن : 


50 ۶)2 ر‎ 
e 





5 


لكل ۸ > ”> 0. إذا كانت z= f+ re‏ فان ع = (7')0 ومنها تتحقق المتساوية 
المطلوبة ا 


تقدير کو شي Cauchy's estimate‏ 
لنفترض أن (2)/ تحليلية وتحقق 14 > |(2)/| في ٣‏ > إي - 2[ » فإن: 


كك > | 


البرهان 
بوساطة نظرية كوشي للتفاضل يكون لدينا: 


= n! 5 0-0 





التكامل المركب ١6‏ 


r" 





2 





Mn! 
2 5 


نظرية ليوفيل Liouile’s theorem‏ 
أي دالة كلية لا يمكن أن تكون محدودة على © إلا إذا كانت ثابتة. 
البرهان 
لنفترض أن (2)/ كلية ومحدودة بالعدد 14؛ فعند أي نقطة ي في © يفيدنا تقدير 
٠. ER , M xi‏ 5 1“ 4 
كوشي بأن -- > |(6)"/| ولكن يمكن أن تكون ١‏ كبيرة جدا وبالتالي فإن4(=0)' / 


عند جميع © في © ومنه تكون (2)/ ثابتة في ©. لا 
بعد ذلك نثبت واحدة من أكثر النظريات فائدة في نظرية الدوال التحليلية. 


مبدأ القيمة العظمى Maximum principle‏ 

إذا كانت (2)/ تحليلية وغير ثابتة في المنطقة 6» فإن |(2)/| ليس لها قيمة 
عظمى في 0. 
البرهان 

لنفترض أنه توجد نقطة 2 في © تحقق |(20)/| > |(2)/| لجميع من 6. بجا 
أن 0 نقطة داخلية فيوجد عدد 0 < ” بحيث يقع القرص المغلق >٣‏ م2 - 2| داخل 
6. إذن بوساطة نظرية جاوس للقيمة المتوسطة نجد أن: 

f= fi” f(z +re (at, 

يعني هذا أن قيمة الدالة عند مركز الدائرة تساوي متوسط قيمة التكامل لقيمة 

الدالة على الدائرة. من الفرض (20)/ |< re")‏ + | > إذا كانت المتباينة المطلقة 


۲٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
الدائرة. ولكن هذا يعطي : 
|0( |= نف رمعم | f |e, +re Yar < f”‏ د > eo‏ 


وهذا تعارض» وعليه فان |(20)/|- 





|/(zo + re")‏ عندما تكون 0>۲>27. وبا أن 





الطريقة صحيحة على كل الدوائر و = |م2-2|ء ”> ء>0 فإن |(2)/| تكون ثابتة على 
القرص ”- إن - 2|. 
لنفترض أن 5 المجموعة التي تحوي كل النقاط 2 في © وتحقق : 


| (2 =| (20| 

باستخدام التعليل الأعلى» يتبين أن كل تلك النقاط نقاط داخلية للمجموعة 5 › 
وبالتالي تكون 5 مفتوحة. ولكن أي نقطة في 6-5 -7هي نقطة داخلية أيضا بوساطة 
اتصال (2)/| فلا تحتوي 7 ولا ك على نقطة حدودية للمجموعة الأخرى ؛ حيث إن 
كل منهما مفتوحة» ويا أن © مترابطة فيجب أن تكون 7 خالية» وبالتالي ©-ىء 
وباستخدام المشتقة الصفرية من البند (151): فإن (2)/ ثابتة في ©» وهذا يعارض 
الفرضية. وبالتالي فإن |(2)/| ليس لبا قيمة عظمى في ©» والإثبات قد اكتمل. ا 

لنرمز بالرمز © للمجموعة التي تحتوي على © مع حدودها. وحيث خارج 
المجموعة © مفتوح» فإن © تكون مغلقة. بإمكاننا الآن إعادة صياغة مبدأ القيمة 
العظمى بالطريقة التالية. 
نتيجه 


لنفترض أن (2)/ تحليلية على منطقة محدودة © ومتصلة عليهاء فإن (2)/| 
تحصل على قيمتها العظمى على حدود ©. 


التكامل الم ركب NEN‏ 

البرهان 
بما أن © مغلقة ومحدودة وأن |(2)/|متصلة على © ؛ فإن نظرية التفاضل العادية 
تفيدنا بأن |(2)/|تأخذ قيمتها العظمى عند بعض النقاط على 6 . وبوساطة مبدأ القيمة ' 
العظمى » فإن الدالة لا تأخذ قيمتها العظمى داخل ©» وبالتالى يجب أن تكون عند 


حدودها. 


مبدأ القيمة الصغرى Minimum principle‏ 
لنفترض أن (2)/ تحليلية في منطقة محدودة © ومتصلة وغير ضفرية على © › 
فإن |(2) | تأخذ قيمتها الصغرى عند حدود 6. 


البرهان 
1 


لنفترض أن - > - (2)ع » عندئذ تكونع تحليلية في © ومتصلة على G‏ 


باستخدام النتيجة السابقة فإن |(2)؟| تحصل على قيمتها العظمى (وبالتالي تخصل 
إ(2)/| على قيمتها الصغرى) على حدود 6. اا 
تعطى نظرية ليوفيل إثباتا بسيطا لنظرية مهمة في مبادئ الجبر التي تذكر دائما 


بدون إثبات. 


النظر ية الأساسية للجبر Fundamental theorem of algebra‏ 
كل كثيرة حدود من درجة أكبر من الصفر لبا جذر على الأقل. 
البرهان 


ao‏ +2,@+...+ لأترره+ "مره = رهام 


۱۲۸ التحليل المركب وتطبيقاته 
لا تساوي الصفر لأي قيمة 2. إذن الدالة سب > (2)/ كلية. وعلاوة على هذا فإن 
|(2)/]| تقترب من الصفر كلما اقتربت |2| من اللانهاية والسبب هو أن : 

2= : 


a 
ب‎ 
71 


2 


nt -] 


لحم + ره |2| 








وبالتالي (7)2]| محدودة لجميع قيم 2 . بوساطة نظرية ليوفيل» فإن (2)/ ثابتة» 
وبالتالي (2)2 ثابتة أيضاء وهذا يناقض الفرض بأن 0<#. إذن (5)2 لها على الأقل 
جذر واحد. 
لإثبات أن (7)2 لہا # من الجذور (شاملة الجذور المكررة)ء نلاحظ من النظرية 
الأساسية للجبر أن (2) لها على الأقل جذرا واحدا وليكن وء . وبالتالي: 
(م4) -(2)ط = P(2)‏ 
)¢ “2(7 +... +( ¢ ”)جيه +(40- "2),ه = 
(2-60(002) = 
حيث (0)2 كثيرة حدود من الدرجة ۸-1 في . إذا كان 0< 1 + فإن (0)2 لها جذر. 
وبالاستمرار على هذا المنوال يمكننا الحصول على ” من العوامل للمقدار(7)2 وبالتالى 
يكون ل(2)2 بالضبط ”من الحذور. 8 ۰ 


تمارين ٤(‏ ,؟) 

)١(‏ أثبت أن الدالة الكلية التي تحقق "/2(|>|2)/| لبعض ۸ و || كبيرة جدا » يجب 
أن تكون كثيرة حدود. 
(إرشاد: طبق المتراجحات في التمرين (۱۸)ء البند (۳,۲) على (2)"كرأو (ج) 9*“اي ). 

(0) لنفترض أن (2)/ تحليلية في 1 > || وتحقق 0= (0)/ . عرف لتلك رم لجميع 2 في 
1> |:| > 0. وأذكر القيمة التي يمكن أن تُعطى إلى (0)” لجعل (5)2 تحليلية في 1 > |2|. 


i E القت اط‎ e 


a a a tS es HE ar a 


التكامل المركب ۲۹ 


[إرشاد:طبق نظرية كوشي لمشتقة (7)2 على 1> ” - |:| » وبالتالي أثبت أن الدالة 
الناتجة تحليلية على > |2| وتتطابق ۴ على 2|>1| > 0 » استخدم الكسور الحزئية]. 

(۳) مستخدما نتائج التمرين السابق ومبدأ القيمة العظمى» أثبت تمهيدية شوارتز 
(emm2ا Schwa‏ : لنفسترض أن (2)/ تحليلية على 2|>1| وتحقق الشروط 
0-(۶)0 » 2(|>1)/| عندئذ تكون |:| > (2)/| و 0(|>1)'/| وتكون المساواة 
فقط عندما ج76 = (2) ر من أجل ثابت حقيقي 0. 

() أثبت أنه في قهيدية شوارتز 2(|>1)/| لقيم 2|>1| تعطي 1 (0)'/| مهما تكن 
قيمة المقدار (0)/. 

(0) أعط مثالا لبيان كون الشرط غير الصفري ضروريا لصحة مبدأ القيمة الصغرى. 

(1) لنفترض أن (2)/ تحليلية غير ثابتة في ۸ >|2| ولنرمز بالرمز (14)7 للقيمة العظمى 
للدالة |(2)/| على |:| » أثبت أن () 1 متزايدة لكل 8 > 0>١‏ . 

(۷) أثبت أنه إذا كانت (2)/ تحليلية وغير ثابتة في منطقة محدودة © ومتصلة على 6 
ولبا قيمة مطلقة ثابتة على حدود © فإن لبا على الأقل صفرا واحدا في ©. 

(۸) أثبت نظرية الثلاث دوائر (تصعدهعط امز معمط1) : إذا كانت (2)/ تحليلية في 
منطقة تحوي ا حلقة ر > |2| > >0 وتحقق المتراجحتين ,12 > |(2)/| على ”|2 


و 1 > |(2)/|على د =|2| فإن القيمة العظمى للدالة |(2)/| على 7=|ع|ء 
و >> ” تساوي على الأكثر : 


J1 10872 1 وها‎ n) yg ق00/ 0 قه0‎ 1n) 
النظرية الأساسية في الجبر (إثبات بديل).‎ )( 
: أثبت أنه لأية كثيرة حدود غير ثابتة‎ 


و0 وه و P(z2)=a,z" + ....+ 0,2 + a,‏ 

















١‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


يوجد على الأقل جذر واحد» بفرض أن (2)م لا تساوي الصفر ومكاملة 
(28)2 / وه على 8 -]| مع »ج ۸. 


(7,5) نظرية كوشي جورساه (اختياري) 
The Cauchy-Goursat Theorem‏ 

تتطلب كل من النظرية الأساسية ونظرية كوشي المبرهنتان في البندين (۲,۱) 

و(۲,۲) شروطا حتى تضمنا أن : 
£(24z =0,‏ ,| 

حيث ,ر منحنى مغلق أملس جزئيا. تتطلب النظرية الأساسية أن تكون (2)/ مشتقة 
متصلة لدالة (7)2 التحليلية في منطقة © تحوي /. بينما تتطلب نظرية كوشي أن تكون 
(2)/ تحليلية ولها مشتقة متصلة على منحنى جوردان الأملس جزئيا بر وداخله. نبت 
في هذا البند أن كلا الفرضين يتحققان عندما تكون (2)/ تحليلية. وأكثر من هذا سوف 
نكون قادرين على تعميم نظرية كوشي إلى أي منحنى مغلق أملس جزئيا ,ز. 

تقدم النظرية التالية الخطوة الأولى في إثبات أن الدالة التحليلية لها مشتقات 
تحليلية. لاحظ أن هذه النتيجة مشابهة كثيرا لنظرية كوشي في البند (۲.۲) ماعدا 
(2)'/ فغير مفترض أن تكون متصلة داخل المستطيل ۸# الموضح في الشكل (۲,۸). 





التكامل المركب ۱۳۱ 


نظر ية کو شي جورسأة Cauchy-Gorusat theoreom‏ 
لنفترض أن (7)2 تحليلية في منطقة تحوي المستطيل ۸ المعطى بالمتراجحات : 


4 > ر Sb, e>‏ < > ه عندئذ: 


|, 1044-0 


حيث 07 حدود المستطيل .R‏ 
البرهان 
لتبسيط الرموز نفترض أن : 


(R= f, f(4 
لأي مستطيل #. قسم ۸ إلى أربعة أقسام “۸ ,۸,۸,۸ , لاحظ أن:‎ 
هر‎ = I(R)+ I(R)+I(R)+I(R^), 

والسبب في ذلك أن التكاملات على الأضلاع المشتركة تلغي بعضها وذلك باستخدام 
الجزء (31ة) من النظرية الأولى في القسم (۲,۳) لأن أحدهما في اتجاه يعاكس اتجاه الآخر 
(انظر الشكل رقم (۲,۸)). 

بوساطة المتراجحة (المتباينة) المثلثية نحصل على : 

|1(R)| > )مر‎ ) + (RF 2 ) تم)ر| ا‎ ) 1 I(R 4 1 

وعليه فإن واحدا على الأقل من ۸ يحقق ۸(|/4)/| < |(/1)8| ويمكن أن يكون أكثر من 
عنصر واحد من 87 له هذه الخاصية. اختر العنصر الذي له دليل أصغر وسمة ,۸ . 
بإعادة الطريقة أعلاه لعدد غير منته من المرات نحصل على متتالية متداخلة من 


...2 بررط د كلاد ...د 1 د11 


n+1 


۳۲ التحليل المركب وتطبيقاته 


(Ry, = 2 


وهذا يعطي : 


R 
(R, |> للها‎ , 


انظر الشكل رقم (۲,۹). لنرمز بالرمز ا الأيسر السفلي للمستطيل 
,۸ . من الواضح من تكوين المستطيلات ,8 » أن المتتاليتين | :ا ورس من الأعداد 
الحقيقية غير متناقصتين ومحدودتين من 0 بالعددين 5 و4 على الترتيب. لذلك 
فإن كلا من نهايتيهما "× و "ر موجودة وسنثبت أن النقطة "را + "× = *2 تنتمي إلى كل 
المستطيلات ,۸ . 








6 لت 
١‏ 1 
55 1 
b‏ 3 0 


الشكل رقم (9,؟)... د و8 د ر۸ د ,7 د R۸‏ 


إذا كان ربز + ,× = ,2 الركن الأيمن الأعلى من المستطيل ,۸ فإن ,× و ,در حدان 
علويان للمتتاليتين [ :2 و ييا » ويؤدي هذا إلى أن ,برك "لرك يبرو ,دك دك ,× 
وبالتالي '2 تقع في ,۸ لجميع «. وأكثر من هذا لا توجد نقطة غيرها في جميع 
,2-2 عندما »ج ۸. 

ليكن 0<ء معطى وحينكق ذيمكن الحصول على 5<0 بحيث تكون (2)/ 
تحليلية » وبالتالي فإن : 














التكامل المركب رضن 


و فم نك تار 
2-2 


كلما كان 4 > |'2-2|. وبالتالي لقيم ” الكبيرة جدا يكون ,8 محتوي في > |*2-2| 
حيث ('2)/؛ (:2]و'2 ثوابت » فإن المثال (1,1,0) من القسم (7,1) يعطي : 
IENE‏ ا 1(2 ,| 
وبإضافة صفر إلى التكامل (,1)۸ نحصل على : 
f e-2 ke‏ 76 ام f,‏ - 
بوساطة الجزء («) من أول نظرية من القسم (۲,۳) ومن الشروط العليا حصل على : 
f e-2‏ -(*6)/ - هام f,‏ < 


(I(R,) 








(I(R,) 
< ef, | - 2.42 se D,L, 


D, =‏ و إ2كه| 7 = ,اهما قطر وطول حيط ,۸ على الترتيب 





+ 
2A 





حيث 


ولكن: 
=..=2"L‏ بماد را D, =D, =..=2"D,‏ 
حيث 2 و ا هما على الترتيب قطر وطول محيط ۸ » وعليه فإن: 
DL‏ ع "4 - D,L,‏ € > إرر8)| > (R)|‏ 
وبالتالي .21 ث > [7)8|. وبماأن م اختيارية» فإننا نمجد فقط أن 0= (1)۸ وبذلك 
يكون الإثبات قد اكتمل. ا 
الخطوة التالية هي إثبات أن أي دالة تحليلية على قرص » لہا دالة أصلية تحليلية 
على ذلك القرص. 
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° التحليل المركب وتطبيقاته 


إذا كانت (2)/ تحليلية في القرص ”> |م2-2| فإنه توجد دالة (7)2 تحليلية 
في > |20 - | تحقق : 
F"(z) = f(z)‏ 
البرهان 
لأي نقطة في القرص 2-201>7| لنفترض أن ر القوس المكون من القطعتين 
المستقيمتين اللتين تربطان م2 بالنقطة مر +× والنقطة مر +× بالنقطة 2 حيث بذ ++ - 2 
و و + و× = ,2 لانظر الشكل .])۲,٠١(‏ 










Xo + iy ير‎ +iy 


أ 
Tz‏ 
1 





Xo + Yo X+ iyo 


0 


الشكل رقم .),٠١(‏ الأقواس رر و يز 


لنعرف / على الشكل : 
F(2)= | f(2)dz= ٣ f(riy)dt +i f f(r+inadt. (1)‏ 
Xo 70‏ 7 
إذا كان 7 القوس الذي يحوي القطعتين المستقيمتين اللتين تصلان م2 بالنقطة + م« 
ورا + Xo‏ بالنقطة 2 . فإن الح ريز هو حدود المستطيل. وبوساطة نظرية كوشي 


جورساه: 





التكامل المركب ١‏ 
f(z2)dz = 1 /)2(42 - 1 f (2)dz‏ و =0 
ومن الممكن أيضا حساب (2)# على طول المسار يز كما يلي : 
F(2)= 1 f (2)dz =i 7 f(xy + (41+ 1 f(t+iy)dt. (2‏ 
والمشتقة الحزئية للمعادلة (1) بالنسبة إلى ر تعطي بالمساواة : 


F,(2)= f feriDat=if(r+i)=if(2), 
حيث إن التكامل الأول من (1) لا يعتمد على . وبالمثل» بأخذ المشتقة الجزئية للمعادلة‎ 
: بالنسبة إلى × تعطي (2)/ = (2) ,۶ وبالتالي (۴)۶ تحقق معادلتي كوشي  ران‎ )2( 
F,(2)= /)2( رتل د‎ )2( 

وما أن (2)/ متصلة» فإننا نمحصل على الشروط الكافية لتكون الدالة (7)2 تحليلية في 
”> إمة - 2| » وأخيرا(2)ر = (2),/ = (2)" "® 

كما في التفاضل الحقيقي» فإن الفرق بين دالتين أصليتين لنفس الدالة هو مقدار 
ثابت. إذا كان كل من (۴)2 و (8)2 دالتين أصليتين للدالة (2)/ فإن: 

[F(z)-H(2)] = £(2)- /)2- 0 

ومنه نجد أن (۸1)2-(۴)2 مقدار ثابت وذلك باستخدام نظرية المشتقة الصفرية في 


القسم .)١,5(‏ 
يمكن أن يعمم الإثبات في النظرية المقدمة أعلاه إلى أي منطقة بسيطة الترابط. 


نظر ية الدالة الأصلية (عكس التفاضل) Antiderivative theorem‏ 
لنفترض أن (2) ر دالة تحليلية في منطقة بسيطة الترابط 6. عندئلٍ توجد دالة (2) ۴ 
تحليلية في © حيث .F'(z2)= f(2)‏ 


۳٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


البرهان 

لنأخذ نقطة ثابتة 20 في ©. وباستخدام النظرية على المسارات المضلعة في الفقرة 
( يمكننا الحصول على مضلع أضلاعه موازية للمحاور» يصل بين 20 وأي نقطة 2 
من ©. لنفترض أن و '/ مضلعان من هذه المضلعات عندئرلٍ فإن '/ز- ر تحتوي على 
حدود عدد منتهٍ من مستطيلات تقع في 6 (يحتمل أن تكرر بعض هذه الحدود) تنتقل 
بالتناوب في الاتجاه الموجب والسالب (انظر الشكل رقم .)۲,١١(‏ تتطلب هذه الحقيقة 
إثباتا دقيقا » بالاستفادة من أن © بسيطة الترابط » لذلك يحذف لوضوحه. (انظر 
الملاحظات عند نهاية هذا الفصل) . 


0 
الشكل رقم (7,11). يتكون المنحنى '/ز - رمن حدود مستطيلات تقع في ©. 


بوساطة نظرية كوشي ‏ جورساه: 
dz -‏ = =0 
f, I= f fea - [ 04‏ 
وهكذا فان : 
F(2)= ] fe) = f faa‏ 
2 7 
مستقل عن اختيار المسار. لنفترض أن آخر قطعة مستقيمة من 7(7) أفقية (عمودية) 
وأن رخ + × = رج آخر نقطة من التقاطع بين بر و /ز عندئلٍ تكون: 





۲۷ التكامل المركب‎ 
دروم‎ 1 OAL FOB e 


1١ :+ه ) ود‎ f TET 
7 y1 1 1 


حيث بز +× > 2و (2) ۴ c=‏ (مقدار ثابت) . 

بالاشتقاق جزئياء نلاحظ من المعادلة الأولى أن (2) =f‏ (2) »۴ والثانية 
(2) /1-(5,)2 . وبما أن (2)/ متصلة و ر“ = (17,)2 فإن (2)"#تحليلية في © 
و (2)/ -(2)". من الضروري أن تكون © بسيطة الترابط وإلا أصبح كثير 
الأضلاع 7 ور على شكل مستطيل يحوي ثقبا في داخله» وعندها لا تكون الدالة 
(2)/ تحليلية في منطقة تحوي ذلك المستطيل. وبالتالي لا يمكن تطبيق نظرية كوشي ‏ 
ورا 8ه 


مثال (ا.ره,؟) 
الدالة 1/2 = (2) / تحليلية في (0) -© وتقبل 2 ه10 -(2) 7 كدالة أصلية. إذا 
سرنا على النصف العلوي لدائرة الوحدة ابتداء من 1 على الفرع الرئيسي نحصل 
على : 
و - )2( F‏ 


بينما إذا سرنا على النصف السفلى لدائرة الوحدة نجد أن : 


F (e”*/*) م‎ 


وبالتالي» فإن القيمة للدالة الأصلية عند 1- = 2 في هذه الحالة تعتمد على المسار المختار. 


تعطى نظرية الدالة الأصلية تبسيطا مباشرا لفرضيتي النظريتين التاليتين . 





1۳۸ التحليل المركب وتطبيقاته 
النظرية الأساسية Fundamental theorem‏ 
لنفترض أن (2)/ تحليلية في منطقة بسيطة الترابط 6. عندئٍ يكون لأي قوس 
أملس جزئيا : 
ش ,astsfB‏ (20 - 7:2 
يكون: 
=F((0)) + 5) )©(‏ عه (6 7 J,‏ 


حيث (2) ۴ أي دالة أصلية للدالة (2)/ في © . 


نظرية كو شي Cauchy's theorem‏ 
إذا كانت (2)/ تحليلية » عر منحنى مغلق أملس جزئيا في منطقة بسيطة الترابط 
© فإن: 
f (2)d =0‏ 1 
7 
البرهان 
إذا كانت (2)/ تحليلية في منطقة بسيطة الترابط 6©» فإنه توجد دالة (2) 7 تحليلية 
في © حيث = "۳ وبالتالي النظرية الأساسية تبقى في الفقرة )۲,١(‏ صحيحة» تقتضي 
أنه لأي قوس أملس جزئيا 7 : 
2 >1 >0 ,(2-2)1:ر 
يكون: ٍ 
F(z2(0),‏ - (() ع د عه (6 £ ,| 
إذا كان (0) 2 -(7) 2 نحصل على نظرية كوشي. ها 


نعتبر الآن الخواص الموجودة للتكاملات من النوع الموجود في صيغة كوشي 
للتكامل. 


التكامل المركب ۳۹ 


نظر يه رعاك Rieman's theorem‏ 


لنفترض أن ©)ع متصلة على قوس أملس جزئيا ۲» فإن الدالة: 
سو ,112,3 2ه , 94 | =2( Fn,‏ 
"عد ها ”7 
تحليلية لجميع قيم 2 الموجودة في متممة ۲ ومشتقتها تحقق : 
. (2) بو لطع )2(« F'"‏ 
البرهان 

اختر نقطة 20 لا تكون على 1 وقرصا 201>85- 2 | منفصلا عن .من أجل 

نقطة 2 في القرص 202 - 2 | نحصل على : 





1 1 
اه ]ب 1 لاله هما 
ال ] > 
لكا عم 7 7 
القوس له طول محدود 1 » وبالتالي يكون مجموعة مغلقة ومحدودة من النقاط. 
وحسب نظرية في التفاضل والتكامل : تقول بأن الدالة المتصلة ذا ت القيمة الحقيقية 


تحصل على قيمتها العظمى على أي مجموعة مغلقة ومحدودة. وعليه فإن 
| 4)ج |محدودة بالعدد 24 على !. حيث 2 < 2 - ث» الجميع 4 على ۷ فإن: 

اه عا F@-Fı (0| > AF‏ 
يثبت هذا اتصال الدالة (2) ,۴ عند 20 . بتطبيق هذه الحقيقة على الدوال: 
)8(4 
)6-20( 6( 
“(2- ¢( 7 


نجد أن (2),© متصلة عند 20 حيث (20 - 8)4(/)4 متصلة على /. وبا أن فرق خارج 
القسمة ل (5,)2 يساوي (2) 6 فإن: ش 





G,(2)= | لك‎ 


١5‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


Fy (0) = G, (z0) > lim G, (z)= lim Eo 
2-20 2-20 7~ 2 
لنفسترض أن 502 (1 -2) =(2) ,۴ صحيحة (وبما أن (4)ع اختيارية وأيضا‎ 
(2),_م© . فإن:‎ = )2-1(6,)2( 
1 1 2-2 


0 جم س 
)6-26-20( ,2-¢ 2-ي 


= Ff (20) 


يؤدي إلى أن : 
Gn-ı (Zo) ]F(Z-20) Gn (2Z).‏ - (2) 1و ] = F, (2) - Fn (Zo)‏ 
وبما أن (2) ,© قابلة للاشتقاق» فإنها تكون متصلة» وأن: 
7 606 ا 
8 إل2-ي)'(2-هى) 7 
لقيم 2 التي تحقق 2 / 8 > | م2- 2 |. بوساطة المتراجحة( المتباينة) المثلثية : 
lim |z-2|=0‏ لكل > | زو يل - (ه) رك lim‏ <0 


zo‏ "8 مجح 





| Gn (z)|== 











ويثبت هذا أن (2) ۴١‏ (وبالتالي (2) ,6) تكون متصلة عند 2ء وعليه فإن 
(Zo )‏ دم © - (2) حك 


0 


F/ (zy) = lim 


و22 


Î + Gq, (Zz) 
= 0,_)20( + Gn (20) 


(Z0) -‏ بوط "= n Gq (Zo)‏ = 
ينتج البرهان الآن من الاستقراء الرياضي. ك 
تعطي نظرية ريمان إثباتا لنظرية كوشي للتفاضل» والحقيقة المميزة في الدوال 


نظر ية کو شي للتفاضل (Cauchy's theorem for derivative)‏ 
لنفترض أن (2) /تحليلية في منطقة بسيطة الترابط تحوي منحنى جوردان 
الأملس» عندئلٍ فإنه لجميع النقاط داخل 1: 





التكامل المركب ١:١‏ 
5 (2) كر عر »( 
dz, n=0,1,2, ...‏ 0 ا 
البرهان 
نضع (2)/- (2) ع في نظرية ريمان» فنجد أن : 
رعو تال ان 





: بتطبيق نظرية ريمان وعلى التوالي» نحصل على‎ 
f 1 (n) (n) 
Ey EEN ار‎ CE E. 
n n(n -1) n! n! 
وعليه فإن:‎ 
۳ a ے‎ _)2( 
OB EES e 


وبالتالي نحصل على النتيجة. 

بأخذ "=f‏ / و 1= !0 نلاحظ أن المعادلة السابقة تختزل إلى صيغة كوشي 
للتكامل عندما تكون 0 -7. #8 

إذا كانت (2)/ تحليلية في المنطقة 6» فإن المشتقة (2) '/ر تكون أيضا كذلك 
. وأكثر من هذا فإن )z(‏ ر لها مشتقات من جميع الرتب في © . 
البرهان 

بما أن التحليلية تحتاج إلى الإثبات في جوار نقطة. فإننا نستطيع أن نجد قرصا 
>إي - 2 ] لكل ي محتوى في 6 . لتكن #7 الدائرة ٣إ‏ ي - 2|. عندئذ تكون 











۲ التحليل المركب وتطبيقاته 
 )4(‏ ر موجودة لجميع الأعداد الصحيحة الموجبة #. وبالتالي فإن(2)'/ لها مشتقة 
عند ي . وعليه فإن (2)'/ دالة تحليلية. 

تكمل هذه النتيجة المهمة التي تبين أن الدوال التحليلية لہا مشتقات تحليلية ‏ 
وتسمح بإلغاء - جم الرضيَاك غير الضرورية ق تتوص النطرية الأساسية ونطرية 
كوشي » ونظرية موريرا التي أثبتت في الفقرات من (۲,۱) إلى (7,1). 


)۲,٥( تحارين‎ 


200 كثيرة الحدود (2) £ (5[ةنمهتزاهم Laguerre‏ 156) تعطى بالشكل : 


L (2) = سد ته‎ (Z7"e”). 


dz 1 
:٧ بين أنه لجميع 2 داخل منحنى جوردان الأملس جزئياً‎ 
n! E -)4 -2( 5 
E : 
(z2) - 2 J, ES 4 
: )Wallis's forula) استنتج صيغة واليس‎ )۲( 
zr 1 
1 7 8و‎ E 
0 (2" n) 2 


وذلك بمكاملة 1/2(7"/2+ 2) = (2)/ على 1= || . 
(۳) لنفترض أن (2) متصلة في المنطقة >< 162 ولنفترض أن 0 -(2) £ ا » 
أثبت أنه لجميع الأعداد السالبة؛ › 
im 8 e” f(2) dz =0,‏ 
حيث }0 > {|z |= R} ^ {Rez‏ = 
(:) لنفترض أن ( 2)/ تحليلية على المجموعة ۸ التي يمكن الحصول عليها بإهمال عدد 
نهائي من النقاط الداخلية 2 , .... , :2 , :2 للمستطيل #. أثبت أن : 


E۳ التكامل المركب‎ 
|, IOaz=0, 


بشرط أن يكون: 
lim (z-z2«)f (2)=0.‏ 
2392 
لجميع قيم ۸ حيث 1 ,... , 2 , 4-1 
)٥(‏ لنفترض أن (2)/ تحليلية على المجموعة 2 التي يمكن الحصول عليها بإهمال النقاط 
2 وبع قم > ووه .انيت أن: 
£(z)dz =0‏ | 
7 
لأي م: منحني مغلق ۲ في ۲ > | 20 -2| بشرط أن تكون: 
قاد وه a E‏ ,0 -(2) ررم - 2) lim‏ 
(1) أثبت أن الجملة الواردة في التمرين (0) تبقى صحيحة عندما نحصل على 2 
بإهمال عدد غير منته من النقاط ,.. . , 22 , :2 التي ليس لبا نقاط تجمع في 


.|Z-z2o| <F 


ملاحظات 

)٠,١( البند‎ 

يوجد إثبات نظرية منحنى جوردان في [301 .م ,۷]. 
البند (5,؟) 

يمكن أن يوجد تعميم تمهيدية شوارتز في [1361 .م ,4]. 
البند (8,؟) 

يمكن أن نثبت نظرية كوشي ‏ جورساه بوضع شروط أضعف على ۸ في 
[76 .م ,/].أثيت أنها صحيحة لدالة (2)/ تحليلية داخل ۸ 0 ومتصلة على ۸. التحقق 
في نظرية الدالة الأصلية من أن /#/ز- ير يحتوي على حدود عدد منته من المستطيلات 








١+‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


يمكن إيجاده في ]143 — 141 [A, pp.‏ أو ]131 - 128 .[L, pp.‏ قم Dixon‏ .1.2 إثباتا لنظرية 


كوشي بدون التوبولوجي يمكن النظر إليه في [150 - 148 .مم ,1] أو المقالة الأصلية في : 
Proc. Amer. Math. Soc. 29(1971) , 625 - 626 .‏ 


يمكن الحصول على تعميم أكثر لنظرية كوشي في [144 .م ,4] و[3-26 .مم ,ه۴1] . 
تكون نظرية ريمان صحيحة عندما يكون ©>|8)4(|44| ]| والإثبات 
7 
باستخدام فرضيات أضعف لا يتغير ويعطى بنفس الطريقة. نمحصل على إثبات أن 
تحليلية المشتقة مستقلة عن التكامل الخطى بوساطة [77 .م ,۷] . 





الفصل الثالى 


المتسلسلات اللانهائية 


INFINITE SERIES 


)۳,١(‏ متسلسلة تايلور 
Taylor Series‏ 
تعريف 
المتسلسلة اللانهائية للأعداد المركبة 
....+@a, +...‏ + يه + 07 
تقترب من المجموع 4 إذا كانت متتالية المجاميع الجزئية ,5 حيث : 
S, =a, +a, + ....+ a,‏ 


تحقق أن 4 ج ,ى عندما © ج ”.في هذه الحالة نكتب 4 = ,2/4 . وما عدا هذا 


1 
نقول إن المتسلسلة متباعدة 4106:805. تسمى المتسلسلة التي تكون متسلسلة القيم 
المطلقة لحدودها متقاربة متسلسلة متقاربة مطلقا sءعإم۷دهء‏ yاع†uاabso.‏ 
بما أن ,ى- رر = بيه فإذا كانت المتسلسلة متقاربة يكون: ٠‏ 
4-0 -4 - (,5ى- 


lim @,,, تح‎ 


La 


]+ 
وعليه فان الحد العام في متسلسلة متقاربة يقترب من الصفر. هذه الخاصية ضرورية 
وليست كافية كما يوضحه المثال التالى : 

)۳, ١, ١( مثال‎ 


لول ولول جولولل 
LEZET EET AS‏ 


١. 


5 التحليل المركب وتطبيقاته 
متباعدة والسبب أنه إذا جمعت الحدود المتساوية: 
+[ ++ + ) +(1 + + )++ +1 
فإن المجموع الجزئي يزداد بدون حدود. 
المتسلسلة المتقاربة مطلقا يجب أن تكون متقارية. نجند الإثبات في أي كتاب 
تفاضل وتكامل ولذلك يترك كواجب. 
في العادة نرغب في متسلسلة لا نهائية من الدوال معرفة على منطقة 6. 


...2)4( بكر + ...+ (2) ور f((2)+‏ = (1,)2ر2 


1-م 
يقال إن المتسلسلة متقاربة على المنطقة © إذا كانت متقاربة عند كل نقطة 2 في © 
ونكتب: 
(2) < =(2)/ 
1 


مثال (۳,۱,۲) 
1 


أثبت أن المتسلسلة البندسية زعم geome ric‏ "2 8 تتقارب إلى القيمة 1 
2 


n=0 
.|2| <1 لقيم‎ 
الحل‎ 





باستخدام القسمة المطولة لكثيرة الحدودء خحصل على : 


2 





2 5 1 
راوع لشب ”جل 2 +1+2=— 
1-2 1-2 1-2 


وبا أن 1< |2| فان 0 ج ”2 عندما 6 ج م » وعليه فإن: 


E |2| <1‏ 
وسنثبت الآن أن كل دالة تحليلية يمكن كتابتها بتها على شكل متسلسلة متقاربة 
لتايلور. 


نظرية تايلور Taylor’s theorem‏ 
لنفترض أن (2)/ تحليلية في المنطقة © التي تحتوي على النقطة ,2 عندئذ فإن 


: التمثيل‎ 
1 € 2o) 





)2 - zo)" + 


حصي بود (FE‏ 


لتلك + رمم( =( 


ا > |2 - 2| ا محتواة في 6. 


البرهان 
لنفترض أن 2 أي نقطة في القرص المغلق ”> |ن2 - | المحتوي في © وباستخدام 
صيغة كوشي للتكامل يمكننا التعبير عن (2)/ الال 0 


1 © 
= س‎ j 
1 )2( 00 3 


3 کےا -ي) = 2-¢ وأ | 


نستخدم متنالية ا مجاميع الجزئية للمتسلسلة البندسية لإعادة كتابة التكامل على الشكل : 


وما أن: 





ASI 1 


d 
0 
0 20 


د -)/ 








۱۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


قي O al‏ 1 عله 
و r2‏ اس 2 TI Em ١‏ = 


0 )2 - 20)" 6 - 20(* )2 - 2“ 
: 1- )z - 2 (/)6 ¬ 2,( (¢ - 2(/)4 ~20)" 


وباستخدام نظرية كوشي للتفاضل نحصل على : 
(n-‏ / 
E‏ “لمج - م) +... +( -2) +(,م)/ - )م2)/ 


هھ 
جس م 
» 


14 "له-6 ۾ 


U‏ ل 
"2(7 ¬ كا( - كا ي 2# 
إذا اخترنا 2 داخل القرص ١=|م2-‏ | وبوضع م - إن2 - 2| مع ملاحظة أن 
م -+ < |2-ي| لجميع قيم ¢ على 7= |2 - »| نحصل على : 


ا 2z rM‏ > ره 
سامحم ”م (م-س)ج2 " 


0 ١ 
0 


الشكل رقم .)۳,١(‏ القرص =٣‏ |2 - | المختوى في 6. 














المتسلسلات اللانهائية ۹ 

حيث 131 القيمة العظمى للدالة |(4)/| على 2-7 -ي| (انظر الشكل رقم .))١,١(‏ 

ولكن 1>”/م » وعليه فإن 0<-,83» عندما م ج-7» وبالتالي (2)/ تكون قد 
مثلت بوساطة متسلسلة تايلور لجميع قيم 2. 

تسمح هذه النظرية لنا بالحصول على متسلسلة تايلور لدوال تحليلية بنفس 

الطريقة المعمول بها في حساب التفاضل والتكامل العادي. فعلى سبيل المثال» إذا كان 

,= (2)/ فإن ۶ع - (27)2/ و1- (27)0/ وبالتالي نحصل على متسلسلة ماكلوران 


: Maclaurin 





وهي صحيحة لجميع قيم 2 في © حيث (2)/ كلية. 
نجد من النتائج المفيدة لنظرية تايلور النظريتين التاليتين. 


نظرية 
إذا كانت (2)/ تحليلية في المنطقة © التي تحتوي النقطة و2 » وكانت 
0= )2( 17 لجميع ,... ,12 = ۸ فإن (2)/ ثابتة في 0. 


البرهان 

بوساطة نظرية تايلور فإن (2)/ = (2)/ لجميع 2 في أي قرص 4-20[>7| في 
6. لنفترض أن (20)/ - (2)/ =(2)ع » وعندئذ نجد أن ع تحليلية في © وأن 
وو 0,12 - ,0 ع (ع) g7‏ ولجميع 2 في هذا القرص. 

لنفسترض أن 5 مجموعة جميع النقاط في © التي يكون عندما 
)z( - 0, = 0,12...‏ "ع . لنفترض أن 0-5 -7. 














١6‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


إذا كانت :2 في 5 فإنه يمكن قثيل ع باستخدام نظرية تايلور بحيث يكون 
0 > (2)ج لجميع الأقراص 7> |,2- 2| المحتواة في ©. وبالتالي حسب التعليل الوارد 
أعلاه فإن 5 مجموعة مفتوحة» كما أن جميع نقاطها نقاط داخلية. 

إذا كانت ,2 في 7 فيوجد عدد طبيعي ۸<0 بحجيث يكون 0 (,7)2"ع. 
وبالتالي» فإن في قرص مركزه ,< يقع داخل 6» وبالتالي فإن متسلسلة تايلور للدالة 
(2)£ لا تنعدم» ويثبت هذا أن |2 نقطة داخلية إلى 7. وعليه» فإن 7 مجموعة 
مفتوحة. من الواضح أنه لا 7 ولا 5 تحويان نقطة حدودية من الأخرى كما أن كليهما 
مجموعة مفتوحة. وبما أن © مترابطة فإن7 يجب أن تكون خالية» وبالتالي فإن 
0 -(7)2-(2)/ - (6)2 لجميع 2 في 6©. ها 

تدل هذه النظرية على أنه إذا كانت الدالة غير الثابتة (2)/ تحليلية في المنطقة 

6 وتنعدم عند نقطة م2 في © فإنه يوجد عدد صحيح موجب ۸١‏ بحيث يكون 
7220 . أقل عدد تأخذه ۸ يحدد رتبة صفر الدالة عند ,2 ويسمح لنا بكتابة : 


e. E E. لد‎ 
ا لا لا‎ r 


حيث (2),/ تحليلية داخل القرص -z2o| “r‏ ها المحتوى داخل © وذلك بوساطة 
نظرية كوشي للتفاضل (أو نظرية ريمان في الفقرة (0,؟)). وفضلا على ذلك : 


(O 0‏ 1 
0ع ا ra‏ حر (و قال 


وعليه يوجد جوار -م للنقطة م2 يقع داخل © لا تنعدم فيه (2)رر لأن 4 متصلة. 
ويبين هذا أن ,= هو الصفر الوحيد للدالة رفي القرص ١‏ >|م2-2|. بذلك نكون قد 
أثبتنا النظرية التالية. 


n+1 dg 





المتسلسلات اللانهائية ١٠6١‏ 





نظرية 
أصفار الدالة التحليلية غير الثابتة أصفار معزولة. 
مثال (۳,۱,۳) 
أوجد متسلسلة ماكلورين للدالة : 
)1-2( =)2( $ 
الحل 
بما أن : 
TP, n= 0,12,...‏ زج -]) !زا جم) = (z2)‏ £ 
فإن 
J (0) - (n +!‏ 
و: 
1 > |2| 20+10 - 0 0 


حيث (2)/ ليست تحليلية عند 2-1. 
متسلسلة تايلور للدالة (2)/ر حول النقطة 1-- م2 هي : 


1 _ 2+ 
(lz) a 201012 





(z+D", |2| > 2, 


£ (=D = لاجس‎ / 717 


)۳,۱,٤( مثال‎ 


أوجد رتبة أصفار الدالة : 


10۲ التحليل المركب وتطبيقاته 


(z2) = 22)€ -1(‏ £ 
عند 2=0. 
الحل 


أولا: نحسب (0)  ”‏ من أجل ,....,0,1,2 = ۸ 


من الملاحظ أن : 
f "(2) = 226 +465,‏ ,(1- ه)2 + f(z) = 2ze”‏ 

وأن: 0(=4("/ 
وبالتالي تكون الرتبة هي 2 
وهذا واضح أيضا من متسلسلة ماكلوران للدالة (2)/ : 

ر و 

2z(e 0 E 
ويجب أن نتوخى الحذر عندما نبحث عن متسلسلة تايلور لدوال تحليلية معرفة‎ 

على سطح ريمان» ويوضح الخال التالي هذه القضية. 


مثال (ه ١,‏ ,۳) 
تذكر أن الدالة 2 1.08 معرفة على سطح ريمان 91 الموصوف في البند .)١,۹(‏ 
لبناء متسلسلة تايلور للدالة : 
2 1-8 - (2) ار 
فإنه من الضروري تحديد الفرع الذي سنختاره. إذا أردنا البحث عن متسلسلة تايلور 
حول 2-1 نقطة على الفرع الرئيسي فنحصل على : 


log1 = Logl =0, ع ع) "كر و‎ )-1(* 1 (n DD!2", =1,2,3,.... 


المتسلسلات اللانهائية \or‏ 


وبالتالي : 
PE‏ ل taz‏ 
پس رد ری وو 


n= n= 


من ناحية أخرى» متسلسلة تايلور حول *”= 2 على الفرع التالي من 91 


ES لفحلا‎ ١ 
n=] n 


حيث الدوال (2) ١"‏ تحليلية على [0) - © و: 
f(e?)=loge” - 2,‏ 
(-1"(n-D!, n =1,2,....‏ عروتي لكر 
يمكن تطبيق ملاحظات مائلة على أي فرع من . الصيغ صحيحة في 2-1>1[ء 
حيث إن (2) كر ليست تحليلية عند 2-0 لقيم ...,0,1,2= ۸ . 


مثال )",١,5(‏ 
أثبت أنه لا توجد دالة تحليلية في 2 > |2| تحقق الشرط : 
RS 2e‏ )8 


n n 
الحل‎ 
: دالة ل 0 ثابتة و ليلية وتحقق‎ F(z) =27- )2( إذا وجدت تلك الدالة فان‎ 
1 


Fj—|=0 mM =1,2,... 


وبالتالي يكون 0ج صقرا للدالة F(z)‏ ولكنه صفر غير معزول» وهذايعارض 
النظرية الأخيرة. 





١6‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
تمارين )7”,١(‏ 


)١(‏ بين أن المتسلسلة +2 متباعدة. 


n= 17 


(۲) أثبت أن المتسلسلة المقارية مطلقا تكون متقاربة. 
ES‏ 


sin z = 1 


)£( م > |2| OM‏ (1-) < = مومه 


27-1 مه 


2 
” )2-1(!* 
22 


cosh z = 2 , |>) 


5 1 
10> إءا 2 2 2 
في التمارين من (۸) إلى )٠١(‏ أوجد متسلسلة تايلور للدوال التالية حول 20 

مع ذكر أكبر قرص يكون من أجله التمثيل صحيحا. 





On 3 |2| > م‎ (° 





sinh z = |2| > م‎ (0) 





Riz. 





8 





E N EE 
1-2 1-2 
f(2)=sinz, 20-2 )۱۱( f(2)=cosz, 20-2 )۱۰( 
f(2)=LOog2Z, 2o =i (1۳) E وج‎ 21)١؟(‎ 
2 
,هماع (2)ر‎ z2, - 26# )١١( J(2J=Logz, 2) =-—1 (1€) 


أوجد رتبة صفر الدالة عند 0 = 2 للدوال المعطاة في التمارين من )١5(‏ إلى :)١9(‏ 
1%( (2-1ومه) 22 )۱¥( 6- *حج)2 + 2 6sin‏ 


-sinhz” (۱4) 2—tan z (1A)‏ 2ج 


المتسلسلات اللانهائية 100 
(۲۰) إذا كانت دالتان تحليليتين على منطقة © » ومتساويتين على مجموعة جزئية من © 
التي لبا نقطة تجمع في 6» فأثبت أنهما متساويتان على ©. 
حدد إذا كان من الممكن وجود دالة تحليلية في 2 >|2| عند النقطة = 
حيث 1,2,3=» القيم المعطاة في التمارين من (۲۱) إلى :)۲١(‏ 
(۲۱( ....1-,1,0,1,0-,0,1,0 
(( ....,1,0,4,0,4,0,2,0,,0 


1232436 1. 07 


)١5(‏ أعط مثالا لدالتين تتفقان عند عدد لانهائي من النقاط في منطقة 6» ومع ذلك 
تكونان مختلفتين. 

(55) أثبت أنه إذا كانت /دالة غير ثابتة وتحليلية في © فإن مجموعة النقاط 2 التي تحقق 
©-(2)/ » حيث © موجودة في .٤‏ ولا يوجد لبا نقطة تجمع في ©. 

(۲۷) أثبت نظرية ذات الحدين صمعدمعطا لهنتدمصنط للعدد المركب به : 


e, 2)2-1( 2 22-2-2 حي‎ 


(1+2) =1+— z+ +. |2| <1. 
1 1.2 1.2.3 


(۲,) التقارب المنتظم للمتسلسلات 
Uniform Convergence of Series‏ 


سنثبت في هذه الفقرة عكس نظرية تايلور وهي أن متسلسلات القوى المتقاربة 
هي في الحقيقة دوال تحليلية في مجال تقاربها. 











١5‏ التحليل المركب وتطبيقاته 








تعريف 
اة( < =7 تتقارب بانتظام على 6» إذا وجد لكل 0< ع 
عدد مو جب × بحيث ` 
k‏ 
:© > 2< -(2)/ 
[عبر 
لكل 1< * ولكل 2 في 6. 


يختلف التقارب المنتتظم عن التقارب العادي» ففي التقارب العادي نحتاج فقط 
إلى إثبات وجود الدالة الموجبة (1)2 حيث يتحقق لكل 20 في © . 


3 
(20) < - (20) ر 


n=] 
وتأتي الأهمية لمفهوم التقارب المنتظم من النتيجة‎ .۸ < K)2,( وذلك عندما يكون‎ 
التالية.‎ 


<8, 








Weiers(rass`s Theorem نظرية فيرستراس‎ 

يكون مجموع متسلسلة متقاربة بانتظام لدوال تحليلية دالة تحليلية» ويمكن 
اشتقاقها ومكاملتها حدا حدا. 
البرهان 

لنفترض أن (2) ل _ < -(2)/ حيث كل دالة من الدوال (2),/ تحليلية في 
المجال ©. وليكن ٤<0‏ معطى » عندئذ يوجد عدد موجب ٭ حيث: 


4 
۶)2 (- < )2( 


n=) 





2 
س 
3 


لجميع ۸ < م ولجميع قيم 2 في 6. 


لأي 20 في © » وثابت ۸ (/< #) يوجد © بحيث : 





المتسلسلات اللانهائية \o¥۷‏ 


0 
م 
3 








3 k 
2)2) - < )20( 
ادر ادر‎ 


طالما كانت 2 في © و6 > ,2 - 2|. وبما أن الجموع الجزئي متصل ؛ فباستخدام 
المتراجحة (المتباينة) المثلثية نجد أن : 


> |(مع)/ر - )2( /| 





k 
(2-2 )2( 
n=] 





+ ف‎ <E 











k 
2n (20) ¬ £ (20) 
n=] 





k k 
2)2“ ث2‎ )20( 
احم‎ n=] 
.© ما دامت 2 موجودة في © » وكان © > |2 - 2|. وبالتالي فإن [متصلة في‎ 
© بوساطة نظرية كوشي لأي منحنى أملس جزئيا < يقع داخل قرص محتوي في‎ 
فإن:‎ 
1 J, (z)dz 2 0,7 2 1 
1 


وعليه : 





35 | f (2)dz د5‎ , f, (z)dz 





2 


| > 2 
3 





1)2(- 2 1,)2( 


حيث 1 طول المنحنى 7. 

ويا أنه يمكن جعل ‏ قريبة من الصفرء فإن تعميم نظرية موريرا يكون صحيحا 
(تمرين (۲۳) فقرة (۲,۳)) وبالتالي تكون (2)/ تحليلية في ©.(إذا كانت © بسيطة 
الترابط » فإن ذلك ينتج من نظرية موريرا). وبشكل خاص نجد أن لأي قوس أملس 
جرئيا 7 في 0 : ۰ 





> | 


1o0۸‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
(dz.‏ , 1 2 = 2(45) ل 1 
علاوة على ذلك بوساطة صيغة كوشي للاشتقاق فإن : 


4 وي O‏ ا 
اميا 





k 
بر‎ 2 - < )2( 





27 


37 ع يي 27i‏ 


لجميع 2 التي تحقق + > |.2 - 2| حيث ۸ < #4 ومن أجل القرص ” > |م2- | المحتوى 
في ©. (انظر الشكل رقم .))١.۲(‏ 
وعليه» فإن المتسلسلة (2) ,ا ر تتقارب بانتظام إلى (2)'/ر على 7/2 > إن -ئ] . 
وبهذا يكون الإثبات قد اكتمل. ا 











الشكل رقم (۳,۲). 2 > -z|‏ )| 


يمكن تطبيق نظرية فيرستراس على متسلسلة القوى : 
a‏ 





المتسلسلات اللانهائية ش ١8‏ 


حيث كل حد في المتسلسلة هو دالة كلية. وقبل الشروع في هذا الاتجام, من المفيد وضع 
بعض الملاحظات حول متسلسلة القوى. نلاحظ أن التعويض ,2-2 -ثش يحول 
المتسلسلة أعلاه إلى متسلسلة القوى يه 73٠‏ وبالتالي سوف نعتبر متسلسلات من 
النوع الأخير فقط. 

تذكر من حساب التفاضل والتكامل مفهوم نصف قطر التقارب 8 لمتسلسلة 
القوى SRE‏ حيث المعاملات ,”7 حقيقية. 

العدد ٠‏ > ۸ > 0 له الخاصية بأن تتقارب المتسلسلة مطلقا عندما تكون ۸ > |×| 
وتتباعد عندما تكون «|x| >R‏ ويمكن حساب ۸ من الصيغة : 

7 


5 


22 


R= 0لا‎ 


nn 








عندما تكون النهاية موجودة. 
لسوء الحظ في متسلسلة مثل : 


x +‏ + 2 ب + + 222 بعر +2 


فإن فيها النسبة للمعاملات |,,,7/,”| تساوي على التعاقب + و2 ؛ لذلك فإن النهاية 
السابقة غير موجودة. نعطي الآن صيغة يمكن أن تستعمل دائما في حساب نصف قطر 
التقارب لمتسلسلة القوى ”6,2 31 ونثبت أن ۸ لبا نفس السلوك كما في حالة 
متسلسلة القوى الحقيقة. 


صيغة هادامارذ Hadamard's formula‏ 
يعطى نصف قطر التقارب 8 لمتسلسلة القوى ”4,2 < بالشكل : 


0 lim sup 4 la, | > limjlub|a, | 


1n 
8 











C41 





١5٠‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
الحد العلوى الأصغر (طن1) إما أن يكون متناقصا أو يبق ثابتا عندما تزداد #؛ ولذا 
يي 21 صعر 1 و يبهعى ص و 
فإن هذه النهاية موجودة دائما (مع اعتبار اللانهاية قيمة مقبولة). 
وبا أن 1ج ”2 عندما مه ج فإن المتسلسلة : 


+x +...‏ 22 +ع +2 
لبا نصف قطر التقارب 1= ۸. 


نظرية آبل ص رمعم و'اءطم 
لنفترض أن ۸ نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى ”4,2 20 » عندئذ يكون: 
)١(‏ تتقارب المتسلسلة مطلقا عندما تكون ۸ > || » وتتقارب بانتظام عندما تكون 
<p‏ | و8 >م. 
(۲) المتسلسلة متباعدة ۸ <|2|. 
(۳) مجموع المتسلسلة يكون تحليليا عندما تكون ۸ >|2|» ويمكن الحصول على 
مشتقتها باشتقاقها حدا حداء ولها نفس نصف قطر التقارب. 


ارهن 
)١(‏ لنفترض ۸ > ”> |2| عندها 87 < 7+ وبالتالى فإن تعريف نهاية أصغر 


حد علوي يقتضي وجود عدد طبيعي ۸ بحيث إن ”” > |,ه| لجميع N‏ >< ۸ وبالتالي : 
2 
Sle, 2" >3‏ 


n=N n=N 


r 








7 

















9 





2 
r 





| 
١ 
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وذلك بوساطة المتسلسلة البندسية مغال (1,7,*)» الفقرة (۳,۱) حيث 
1> |/2|ولہذافإن المتسلسلة تتقارب مطلقا عندما تكون 7 > |2| لأي r<R‏ 
وبالتالى لأي > |. 

لإثبات التقارب المنتظم نختار ۸ > ” > م > |2| بوساطة ما تم أعلاه والمتراجحة 


(المتباينة) المثلثية فإن : 
N‏ 
2 


4| 
r 
وم > إءا.‎ k>N لجميع‎ ١ 


(5) إذا كان ۸ < < || ء فإن "۸ > ١‏ فتعريف نهاية أصغر حد علوي 





00 
n 
> اا2‎ = 
n=N 





o00 
n 
22 
n=k 





يسمح بوجود عدد غير منته من الأعداد الصحيحة ۸ التي تحقق |,ه| > "7 . 
وبالتالى فان عدد غير منته من حدود المتتالية يحقق : 


7 











425 > |z/r 
وعليه تكون غير محدودة.‎ 

(۳) بما أن المجموع تحللي عندما ۸ >|2| فإنه يمكن الحصول على مشتقته 
باشتقاق كل حد وهذا ناتج من نظرية فيرستراس. 
وأخيرا لنضع ٠,‏ +1= «/ فإنه ينتج من نظرية ذي الحدين : 


ب +< n= (1+c,)"‏ 
ومنه نجد أن 2/۸ > مه وبالتالي 0+ ,» عندما يكون 6 ج "۸ ونحسب نصف قطر 


تقارب المشتقة nay2"‏ 3 بملاحظة أن : 


n=] 





١17 7‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
إل lim sup 4 la, | < lim sup‏ 
Şn. 1ima sup 4 la, | 0 lina sup la, |‏ سنا < 





مال (۳,۲,۱) 

لنأخذ المتسلسلة : 

.+ كج ثج + 1z‏ 

نلاحظ أن |,»| منعدمة لكل ” الفردية وتساوي 1 عندما تكون # زوجيا. وبالتالي 
1= ۸ ويعني هذا أن المتسلسلة متقاربة مطلقا عندما يكون 2|>1|» ومتقاربة بانتظام 
عندما يكون 2|57>1| »ومتباعدة عندما 2|<1|. علاوة على ذلك فهي تمثل دالة 
تحليلية عندما يكون 1> || ولا نتمكن من قول شيء عندما 1-|2|. على كل حال» 
لاحظ أنها تتباعد عندما يكون 1 |2| لأن حدها العام لا ينتهي إلى الصفر. 

بتطبيق مثال (؟,١,7)‏ البند (7,1) نجد أن : 


1 
1+z 


لاحظ أن المتسلسلة تحليلية فقط في القرص 1> || » بينما الدالة 1+22(7) تحليلية 
في كل مكان من © باستثناء ±1 = 2. يمكننا مكاملة المتسلسلة بمكاملة كل حد على أي 





2|>1|,...+ كج #ج + ے1 9 








مسار داخل دائرة الوحدة فنجد: 
7ج کے 3ج dz‏ !1 
1> || + + کے = 
7 5 3 1+2 0 
حالة خاصة » الدالة : 
کے تج ez7 dz‏ 1 
1 0 - + -[= = 
E‏ 


J(0 =1 
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وتحليلية عندما يكون 1> |2| » ويقدم هذا طريقة مفيدة لبيان التحليلية. 


مغال (۲ ,۲ ,۳) 
أوجد نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى : 


00 o0 


2 2 ا n „n!‏ 
ل 2 ا 2 (ج) عات 
الحل 


1 
066 
يقترب من 1 عندما 6ه ج ۸ وذلك بالاستفادة من برهان نظرية آبل. وبالتالي R=1‏ 
للمتسلسلة في .)١(‏ لاحظ أنه يمكن الحصول على هذه النتيجة باستخدام صيغة النسبة 
لنصف قطر التقارب. 
(ب) من الأسهل استخدام صيغة النسبة : 





Kr 


a+! 


Es, ص ج۸‎ 
n! 








عندما م ج م فنجد أن 6 = 2 . 
(ج) لا يمكن استخدام صيغة النسبة هنا لأنه يوجد عدد لا محدود من الأصفار 
كمعاملات. 
هنا 1= ۸ وذلك لأن: 
nyo,‏ ,1 9ع و_!(-2/)7 م 2001 


وتنعدم جميع الحدود الأخرى. 





1٤‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
متال (” ,۲ ,۳) 

أو جد الحل التحليلي للمعادلة التفاضلية : 

(z) =0‏ 21-(2) 22 -(2)"ل 

وفقا للشروط البدائية 1-(0)/ر و 0(=0)'£ . 
الحل 

باشتقاق المتسلسلة : 

1= وه.... + "قره + ...+ *قيه + az‏ + مه - (2)ر 
مرتين نحصل على : 
0= ,@,...+ 1 "ميم ...+ 3042+ 24,2 + Jf )2( = a,‏ 


f" (z2) = 2a, + 6a,z + ...+ (n + 2)(n + a, 2" +... 





وعليه فان 
ay, - 2( + Da, ]2" =0‏ + 2()0 سارح = )2( f'(2)-2f‏ 22- )"ل 
1=0 
وبالتالی : 
(n+1) [(n+2)aıa — 2a,] = 0, n = 0,1,2‏ 
من المعادلة : 
,20 
2 0 
1+2 


نجد أن الحل العام التحليلي للمعادلة التفاضلية على الشكل : 


6 4 
O‏ 0 5 
+ ا ا 1+102 ++ + f(z2)=a,(l+z‏ 
وبما أن 1 = مه و0 = 4 » فإننا نحصل على الدالة الكلية : 
6 4 


2 2 2 5 22 
f(z2)=1+z + 9 + 3 +...=@e 
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كحل تحليلى لمسألة القيمة البدائية. 





تمارين )۳,1( 
أوجد نصف قطر التقارب للمتسلسلة المعطاة في التمارين من )١(‏ إلى )١(‏ : 
o0 1 n o0‏ 
)1( "مرح 0 ر 
ادم 7 n=)‏ 
z2” )€( 22 6‏ 
n=l n=0‏ 
(cosin)z” (0 22+ (0 ]"z2" (0)‏ 3 
n=O n=0‏ 
إذا كان نصف قطر التقارب للمتسلسلة "4,2 ,< هو ۸ (ه > ۸ > 0) فأوجد 
n=0‏ 
نصف قطر التقارب للمتسلسلات المعطاة في التمارين من (۷) إلى )١7(‏ : 
Dn "a2" (A) Dn" a2" (¥)‏ 
n=0‏ 1-1 
a,2™* (1°) 2az” (4)‏ 3 
n=O n=1‏ 
3a,” (PD az” )1١(‏ 
n=0 n=0‏ 


في التمارين من (۱۳) إلى )١1(‏ اكتب الدوال كمتسلسلات قوى مركزها عند 20 


وأوجد نصف قطر تقاربها بدون استخدام نظرية تايلور: 








Log )1+2( )١5( 2 (۱۳) 
(1-2) 
sin 2 )10( 
e“ —-1 كن‎ 





70( 0عوجع وس = (2)ر 





























٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
(۱۷) أوجد أعم متسلسلة قوى (تحتوي على ثابتين اختياريين) تحقق المعادلة 
التفاضلية : 
f" (2)+ f (2)=0‏ 
(1) أوجد متسلسلة ماكلورين التي تحقق المعادلة التفاضلية : 
j "(z2)=1+ zf£(2)‏ 
وفقا للشرط البدائي : 0 = (0)/. ما هو نصف قطر تقاربها؟. 
(۱۹) أوجد متسلسلة ماكلورين العامة التي تكون حلا للمعادلة التفاضلية : 


zf "(z)+ f'(z2)+ 2f (2) - 0‏ 
ثم بين أنها كلية. 
(إرشاد: أثبت أن مح !«/ة عندما ه ج « حيث © كلية). 
)۲٠(‏ أوجد متسلسلة ماكلورين العامة التي تكون حلا للمعادلة التفاضلية : 
f" (2) - 22 f (2) + n(n+1) f (2) = 0‏ 2 - 1) 
)١(‏ لنفترض أن (2)/ و(8)2 دوال تحليلية في جوار 2 و0 = 8)20 = 20) / بينما 
0 (م2)'ج » أثبت نظرية لوبيتال : 
ARAS‏ 
(8)26 (2)ج2 7% 
(۲۲) أعد حل التمرين (۲) في البند )۲,٤(‏ باستعمال أسلوب هذا البند. 


(3) أوجد المجموع في القرص 1 > |2| للمتسلسلة : 


. 22 | : ا‎ 2 
sin — + sin] — 7+ gin) لل 27 ست‎ 
3 3 3 
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: أثبت اختبار النسبة‎ )۲٤( 


0 


lim 


71-00 





إذا کان : =R,‏ 


0 +1 








فإن ۸ هى نصف قطر التقارب للمتسلسلة : E‏ 


في التمارين من (75) إلى (۲۷) لنفترض أن (1)ع دالة مركبة متصلة على 
1 >+0>4 ولنعرف: 
f “١‏ =2( 


: أثبت أنه من أجل قيمة ثابتة للعدد 2 فإن المتسلسلة‎ )٠٠( 


(6)ع 4 د g£(Deî‏ 


ممه 

متقاربة بانتظام على 1 > / > 0. 
(55؟) أثبت أن (2) ر دالة كلية. 

(إرشاد: استخدم التمرين )٠٠(‏ لتبديل المجموع والتكامل). 
(۲۷) أثبت أن : 

j tg(D)e™ dt 
: لنفترض أن ”) ع متصلة على 1 > 1> 0 ولنعرف‎ )۲۸( 
js ا‎ g(Dsin(z) dı 

أثبت أن () ۶ دالة كلية وأوجد مشتقتها. 

(۲۹) لنفترض أن 7) ع متصلة على 1 > ؛ > 0 ولنعرف: 
l<1.‏ سو للق ]| f=‏ 


غ#ج-[] 0 


1۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


أثبت أن (2)/ تحليلية في القرص 1 > |2| وأوجد مشتقتها 
)١(‏ استخدم متسلسلة ماكلورين لحل المعادلة الدالية : 
(©) + 2 - 6 ر 
أين تكون هذه المتسلسلة متقاربة؟ 


(" ,۳) متسلسلة لورانت 


Laurent Series 


يمكن اعتبار المتسلسلة التي على الشكل : 
dn‏ 042 4 
ب + + ول + ره 
Z2 z7 2‏ 


متسلسلة قوى في المتغير +. إذا كان ۸ نصف قطر تقاربهاء فان التسلسلة سشقارت 


EE E‏ جا 


2 








6ت 1 u‏ 
أو < |2|. ويكون التقارب منتظما على كل منطقة 
م<|2| حيث = <م » وتكون متباعدة عندما يكون > ||. وبالتالي فإن المتسلسلة 
تمثل دالة تحليلية في < |2|. يجمع متسلسلة من النوع المذكور أعلاه مع متسلسلة 
قوى عادية» نحصل على متسلسلة من النوع : 
م 

بفرض أن الجزء العادي متقارب على المنطقة ۸ < |12 » والجزء الآخر متقارب 
على المنطقة ١‏ < || . إذا كان ۲>۸ » فإنه توجد حلقة مفتوحة : م > اجا > #تكون 
عليها المتسلسلة الناتجة متقاربة » (انظر الشكل رقم (۳۳)). ٠‏ 
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الشكل رقم (۳ ف منطقة تقارب لمتسلسلة لورانت حولم2 


قثل المتسلسلة دالة تحليلية على تلك الحلقة. وبالمثل فإن : 


a, )2- 2("‏ 3 
تمثل دالة تحليلية على الحلقة ۸ >01 2-2| > ”. ونسمي تمثيلا من هذا النوع بمتسلسلة 
لورانت. وعلى النقيض من ذلك» سنثبت الآن أن دالة تحليلية على الحلقة 
lz-zol<R‏ > ”. يمكن أن تكتب على شكل متسلسلة لورانت. 


نظر ية لو Laurent's theorem Jil)‏ 
إذا كانت (2)/ تحليلية في داخل الحلقة ۸ > أن 2 - 2| > #» فإنه بالإمكان كتابتها 
بشكل وحيد كمتسلسلة لورانت : 
a,(2~20)",‏ ,3 =)2(/ 


معن ةرور 


> م> ”م ....,0,21,22 د مر 


1 100 


DS n+] ° 
27 م-امة- »ل‎ (6 ~20) 








5 التحليل المركب وتطبيقاته 





البرهان 
لا لك و 8-4 -|,2- 2| بالرمزين ۸ وير على 
الترتيب » حيث سگ >م >0 (انظر الشكل رقم (5.©)). 
0 
الشكل رقم (4 ,”"). 
ع مده 
LE,‏ _ 2/6046 ع 1 
é-—z 272 E =‏ 1-0 272 ل 


|z-z| <R-&‏ »م هم 
تعطي نظرية ريمان (أو نظرية كوشي ونظرية كوشي للتفاضل) تحليلية التكاملين 
على متممتى المنحنيين ۸ ويز. كما في إثبات نظرية تايلور» فإن التكامل الأول 
ا 
5 ا 
@,(Z 20)‏ 00 2 0 277 


n=0 
da, = E SENE A= 0,1,2... : حيث‎ 
277 n (f —z ¢- 20) 83 
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بند (۳,۱) أن: 








ا أ 1 2 1- 
(2-20(-(f-2) 2-2 (2-20‏ 2-ي 
حيث |2 - 2| > |2 - | على ,7 . 
إضافة إلى هذاء تتقارب المتسلسلة بائتظام في > لكل » في ,ز. وباستخدام 
نظرية فيرستراس يمكن المكاملة حدا فحدا لنحصل على : 





1 1 
dé = 2 16- 20) (n+) > f FENE-*) و3‎ 
: وعليه نستنتج‎ 
5 1 JO 1 
2 76-2 4 e 2 (و2‎ 
1 JME 5-7 
57 ما سه‎ -2JF 9 


وأخيراء وبا أن "20 -4[/)4)/ تحليلية داخل وعلى ۸ -, أو داخل وعلى /- 
حيث 7 هي الدائرة : 
15 >م >, رم -إ|مه -هيأ 

وحسب نظرية كوشي فإنه يمكن استبدال ,7 أو و7 بالدائرة 7 عند حساب المعاملات ,. 
لاحظ أنه يمكن اختيار ٤‏ ليكون قريبا من الصفرء نما يعطي التمثيل المطلوب على 
الحلقة: ۸ > أمج-ح| > ها 

يكون التمثيل بمتسلسلة لورانت لدالة معطاة وحيدا. فلو كان للدالة (2) ر 
مثيلان : 

f(2)= 3 a,(2-20)",  f(= SB,(2-30)", 


0= حار 


YY‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
فإنه بالضرب ف المقدار “(20 - 2) حيث / أي عدد طبيعي» ثم بأخذ التكامل على : 
مداءمد - جا فإن التقارب المنتظم يعطي : 


0 (2-20) dz = Sb, < |, -20)"* dz. 


بما أن جميع القوى في (,2 - 2) ماعدا 2007 -2) لها دالة أصلية تحليلية في : 


lz-z2l<R‏ > ع فإن تكاملاتها تنعدم حسب النظرية الأساسية» وبالتالى: 
27i d= 27Î DP,‏ 


ويعطي هذا بط > به لجميع الأعداد الطبيعية ۸. 
ليس من العادة إيجاد المعاملات ,© باستخدام الصيغ التكاملية لها. سنعطي أمثلة 


لطرق ق أخرى لتفادي استخد م أمثال هذه الحسابات. 


)۳, ۳, ١١ مغال‎ 


باستخدام متسلسلة ماكلورين للمقدارين 2 605 و© نحصل على : 














2 2 2ومه 
6 لو 
gr‏ 0 
E‏ 
2n‏ 0 29- مه 
2 > 0 00 0 0 0 اى 
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مثال (۲ ,۳ ,۳) 

لنعتبر الدالة "(2 + 32 7) وهي تحليلية دوما باستثناء 2 , 1 = 2. أوجد متسلسلة 
لورانت على كل من المناطق التالية : 














)١(‏ 1>|2|>2 (ج) 2<|ج2ا 
(ب) 1> |2| (د) 1> |z-1|‏ >0 
الحل 
)١(‏ على الحلقة 2 > |2| > 1 . بكتابة : 
E ER ES‏ 
2-1 2-2 )2-1-2( 
ويمكن فك الكسور على الشكل : 
1 1 
EET‏ 
z-1 1-2 11‏ 2-2 
2 2 


امه 
n=0\Z‏ 2 2 2-0 
حيث 1 >|2/2 | و 1> |1/72 | وعليه فإن: 


1 .بك‎ A 
(z-1 e د‎ 
(ب) عندما يكون 1 > |2| يمكن فك التعبير على النحو:‎ 
1 


د اا 


2-2 2-1 0 











15/2١ يعي‎ 5 
0 


n=0 


7ع 














التحليل المركب وتطبيقاته 
وبالتالى : |z|<1‏ د 
n=0 2 i‏ (2-1()2-2) 
(ج) نلاحظ أن : 
1 1 
ل 
1_ 2 1-ج 2-2 
2 2 
اه 
n=0\ 2‏ 2 2-02 
d1‏ 1 
!2 > 2 5 ا < 1 
( د ) على الحلقة 1 >1 -0>|2 ؛ نحصل على : 
عدتيد ينات د 
(2-1)-1 27-1 2-1 27-2 
n=0‏ 7-1 
وبالتالي على الحلقة ,1 > |1 - 2 | > 0 يكون: 
2 1 1 1 
"(1- ا ج ا ل 
) 2 (2-1)-1 2-1 (2-1(2-2) 


تمارين ®( 


أوجد متسلسلة لورانت للدالة '(2 + 7) في المناطق المعطاة في التمارين من )١(‏ 
إلى (۳) : 


المتسلسلات اللانهائية ۱۷0 


1<|z-1|<2 )5( 0<|z-1|<1 (¥) 0<|z|<1 (۱) 

مثّل الدالة “(2 - ج) كمتسلسلة لورانت في المناطق المعطاة في التمارين من (1) 
إلى (۷): 

1>|2| (0) 0<|z|<1 (f) 

1> 1|>2-ع|‎ (¥) 0<|z-1|<1 )5( 

أوجد متسلسلة لوزانث للدالة ET‏ في المناطق المعطاة في التمارين من 
(0) إلى (۱۳): 

(۸A)‏ 2|>1| (9) 1|>3-ج|>0 

1<|z|<2 )١١( 0<>|z2+2|< 3 (1°) 

|z +2| > 3 (1 |z|>2 (1۲) 


مكل الدوال في التمارين من )١5(‏ إلى )١۷(‏ كمتسلسلة لورانت في المنطقة 











00 || > 0: 
1 
)٥( ze” (۱4)‏ للحتي 
1 . 1 
sin| z+— | (1¥) sin z sin — (1%)‏ 
2 2 
أوجد متسلسلة لورانت للدوال المعطاة في التمارين من (۱۸) إلى )۲١(‏ في 
المنطقة 2-1|>1|> 0. 
1 .2 
E (1۸)‏ )2019 05 
2 سے ا 
1 . 1 
نيم (Y1) sin‏ تzsin‏ 
(2)2-1 2 


(۲۲) لنفترض أن (2)/ تحليلية محدودة بالعدد 24 في الحلقة ۸ > | مع - 2| > ۲ + أثنت :أن 
معاملات متسلسلة لورانت تحقق : 


۷1 التحليل المركب وتطبيقاته 


و2 ,0,1 = MR”, | a, | > Mr", A‏ > | ره | 
افترض أن 0 ٣=‏ . فهل يمكن أن تعرف (2) /بطريقة بشرط أن تكون (2)/ تحليلية 
في >|,2-2|؟ 
(۳) في دالة بسل («مناعصدة 5 (2) ل المعرفة كمعامل نوني )١<0(‏ لمتسلسلة 
لورانت للدالة : 


22-0 د‎ 3J (z)4” 


أثبت أن : 
[cos (n0-zsin0)d@‏ رو برل 


7 0 
1 


() مستخدما معاملات متسلسلة لورانت للدالة #۶ في 0 < || » أثبت أن: 


5 e9 cos (sin? -n0)d0 =, n= 0,1,2, .... 
n! 


7“ 27 
(إرشاد: كامل على 1= || ) . 
)0( احسب التكامل : 
[oso cosn@ dû,‏ 


1 
۸ و 7 أعداد صحيحة )2 بمقارنة المعاملات لمتسلسلة لورانت للدالة +| 


مع مفكوكها ككثيرة حدود. 
(57) أوجد متسلسلة لورانت للدالة: 2 050 في 
7<|z2|<27r‏ 
٤(‏ ,۳) النقاط الشاذة المعزولة (الشواذ المعزولة) 


(Isolated Singulaities) 
إذا كانت دالة (2)/ تحليلية في المنطقة ۸ > |2 - 2| > 0» ولكنها غير تحليلية أو‎ 


غير معرفة عند 20 فيقال أن لبا نقطة شاذة معزولة عند م2» تصنف هذه النقاط الشاذة 


المتسلسلات اللانهائية ۷۷ 
إلى ثلاثة أنواع : 

-١‏ النقاط الشاذة القابلة للإزالة, وهي النقاط التي يمكن معها تعيين عدد 
مركب للمقدار (20)/بطريقة ماء وتصبح (2)/ تحليلية في ۸ >21 - 2| . ومن الضروري 
في هذه الحالة أن تكون (» ء)4 +¬(ء) ۶ عندما م2 ج 2. ولكن إذا كانت (2)/ تحليلية 
أيضا على > -2ا>۰0 ومتصلة على کا فمن مبدأ القيمة العظمى نجد 


أن ( ٣‏ محدودة على کے > |,2- 2| . 

باستخدام تقدير كوشي»؛ أو باستخدام التمرين (۲۲) من البند (۳.۳)» نجد أن 
متسلسلة لورانت للدالة (2)/رتصبح متسلسلة تايلور المتقاربة. وعليه تكون دالة تحليلية 
في ۸ > |20 - 2| » وبالتالي فإن وجود النهاية يكون ضروريا وكافيا لضمان أن تكون 
النقطة الشاذة قابلة للإزالة . 

۲ - تحدث الأقطاب عندما ٠‏ ج (2) ر كلما,2 ج 2. لاحظ في هذه الحالة 


1 1 
أن الدالة عق )z(=‏ ع لها نقطة شاذة قابلة للإزالة عند 20 مع 0 > (20) ع و و صفر 


(2) / 
معزول للدالة (©8 » حيث (27)/ ليست صفرية ومحدودة على المجموعة 
لك >ا و2 -0>|2 ٠‏ 
إذا كانت # رتبة صقر الدالة (2) ع عند 20 و (2)ع "20 - 2) = (2) ع » فان 


(2,)2 ” (,2 -2) -(2) / » حيث مار دالة تحليلية في ” > |20- 2| . تسمى 7 
n1 8‏ 


رتبة القطب للدالة /رعند 20 . 
بالإضافة إلى هذا تكون متسلسلة لورانت للدالة (2) “رالتى مركزها عند 20 
مساوية لحاصل ضرب "20 - 2) في متسلسلة تايلور للدالة (2) ,“عند 20 » وعليه فإنها 


. تكون على الشكل : 








4 التحليل المركب وتطبيقاته 


o0 


2 a, (2-20), a, #0 


سدم 
ما أن (2) ع دالة تحليلية ليست ثابتة في > |م2 - 2| » فإن رتبة صفر الدالة م عند 20ء 
يجب أن تكون محدودة. وبالتالي يجب أن تكون رتبة قطب الدالة/عند م2 محدودة أيضا. 
۳- النقاط الشاذة الأساسية, وهي جميع النقاط الشاذة المعزولة التي تكون 
غير قابلة للإزالة أو تكون أقطابا. وقي هذه الحالة (2) لا يوجد لها نهاية عندما 
م2 ج 2 وعدد غير محدود من المعاملات ره حيث ... ,1,2,3 = «#المتسلسلة لورانت 
للدالة (2)/رحول 20 لا تنعدم وإلا فإن 20 تكون قطبا أو نقطة شاذة قابلة للإزالة . 
نقدم فيما يلي بعض الأمثلة لتوضيح التعاريف السابقة : 
لاحظ أن: 
Ga‏ _ 5122 
!5 !3 2 
لها نقطة شاذة قابلة للإزالة عند 0 =2 » وبالتالي فإن : 





sin 2 ا‎ 
J/(2)= 2 7 ْ 
1 عن‎ 0 


تكون دالة كلية. من جهة أخرى فإن: 


coz 1 1 لع‎ 


!4 !2 2ج 27 


”لبا قطب من الرتبة 2 عند 0 =2 » وأخيرا: 





1 


ا دح +]ع e7‏ 
2 





21 | 
لاط أكاذة قعلية عون 220 ١‏ 
يطبق مفهوم النقاظ المعزولة على دوال (وحيدة القيمة) (2) /تحليلية في جوار 


م >| 2 |> R‏ للمقدار 6. بالاتفاق نصنف النقطة الشاذة المعزولة عند 6 حسب کون 





المتسلسلات اللانهائية 1۷٩۹‏ 
الدالة ]مع لبا نقطة شاذة قابلة للإزاحة أو قطب أو نقطة شاذة فعلية عند 
2 
0 >-ج, 
وليس من الضروري أن تكون النقاط الشاذة معزولة» فعلى سبيل المثال: 
1~ 
(sn)‏ = 
2 
لها نقاط شاذة عند "(27) = 2 لجميع الأعداد الصحيحة الموجبة ۸ وبالتالي فإن 0= 2 
1 ليست نقطة شاذة معزولة. 


تعريف 
تسمى الدالة التحليلية في المنطقة © باستثناء أقطابها بالدالة الميرومورفية 
(Meromorphic)‏ . ش 
إذا كان كل من (2) و (2) ع تحليليا في © و(2) ع لا يساوي الصفرء فإن النقاط 


الشاذة ,18 هي نفسها أصفار(2)ع وتكون أقطابا عندما تكون (2)/لا تساوي 


الصفر أو رتبة أصفارها أقل من رتبة أصفار الدالة (2)ع. وإلا فإنها تكون نقاطا شاذة 
قابلة للإزالة . 





بإيجاد مفكوك 5 1 > باستخدام الاتّصال عند النقاط الشاذة القابلة للإزالة › 
822 


نحصل على دالة ميرومورفية في © . فعلى سبيل الخال الدالة : 
51112 ددهم -(2) f‏ 
COS Z‏ 


دالة ميرومورفية في © ولبا أقطاب عند: 
,2+ ,1+ ,20-يم رج 2=(k‏ 











۸۰ التحليل المركب وتطبيقاته 
يكون سلوك دالة في جوار > لنقطة شاذة فعلية معقدا جدا وتوضح النتيجة 
التالية ذلك. 


نظر ية فير ستر اس ت کاسو ر تا (Weierstrass - Casorati theorem)‏ 

تقترب دالة تحليلية من أي قيمة معطاة قربا كافيا في داخل أي جوار > لنقطة 
شاذة فعلية. 
البرهان 

إذا كانت النظرية غير صحيحة فبالإمكان إيحاد عدد مركب 4 » 0 < 8 حيث 
> 4 < |4 - (2)/| في كل جوار > > إم2 - 2| > 0 للنقطة الشاذة الفعلية 20 . 
وبالتالي فإن : 

و 


|2 - 2| 


£ )2(- 4 


2 ¬ 20 


اج > عندما م2 چ ے 








يؤدي هذا إلى أن : 
f(2) - [١ (Z2 - 20)‏ - (2)اع 
لها قطب عند 2 . وبالتالي فإن (2) ع ميرومورفية في > > 20 - | . كما تكون أيضا: 


(2) 8 (20 - 2) + 4 = (2) / ميروفورفيه » 
وهذا يعارض الفرض من أن < نقطة شاذة فعلبة. للا 
في الحقيقة يمكن إثبات أكثر من هذا بالرغم من أن البرهان صعب وسوف لا 
يعطى هنا. 
نظر ية بيكار د (Picard's theorem)‏ 
اا ا خن ا2 0 اا كل دد ی کت 
عددا غير منته من المرات باستثناء عدد مركب واحد على الأكثر. 


المتسلسلات اللانهائية ۱۸1 


مغال )*,5,١١‏ 
أوجد وصّف النقاط الشاذة للدوال: 


2 )( 
+2 





h (z2)= csc 2.(>) g(z)= -(ع)ر (ب) ی‎ 


22 
الحل 
)١(‏ تحدث النقاط الشاذة عند أصفار المقام› وهی 1- ,0 = 2. وبما أن هذه 
الأصفار بسيطة» والبسط صفر بسيط عند 0 = 22 فإن (2)/رلها نقطة شاذة قابلة للإزالة 
عند 0 >2 » ولہا قطب بسيط عند 1- =2 . 
(ب) لاحظ أن 1 ج (2)ع عندمات ج ‏ لأن د وبالتالى فإن (2)ع لہا 
2 2 
نقطة شاذة قابلة للإزالة عند مه =2 » ولكن: 
11 1 
سجس + 1=( g‏ 
هي متسلسلة لورانت للدالة (8)2 التي مركزها عند 220 وبالتالى فان (2) چ لها نقطة 
شاذة فعلية عند 0 - 2 . 
(ج) مما أن: 
rk‏ . 
(i (er -E ,.‏ - وهم my Cen‏ 


فإن (۸)2 لبا قطب بسيط عند 6ج =2 و... ,2+ , 1+ , 0= ولها نقطة تجمع للأقطاب' 


عند م - ع . 


)*, 4,7١ مثال‎ 


م التحليل المركب وتطبيقاته 


الحل 

تقع صورة أي شريط 2 (28+1) > × > 2/ 5 (20-1) من © على © وفقا 
للدالة z‏ مزو = م 

وبما أنه يكن إيجاد عدد لا نهائي من هذه الأشرطة تقع دائما في ۸ < |2|لكل 


عدد حقيقي ۸ » فإن 2 هزه تأخذ جميع قيم © في كل جوار للعدده . 








تمارين )۳,6( ه 
ا ل ين 
z2 +2‏ 2 +1 
ا 
x e 7 (f) E‏ 
1 
(0) + مز 0 e‏ 
2 2 


(۷) أوجد دالة لها نقطة شاذة قابلة للإزالة عند 1- > 2 » ولبا قطب من الرتبة 3 عند 
0 > 2» ولها نقطة شاذة فعلية عند 1 = 2. ثم أوجد متسلسلة لورانت لها في 
1 > اا > 0. 
بين أن لكل دالة من الدوال المراد مكاملتها في التمارين.من (۸) إلى:(١١)‏ نقطة 
شاذة قابلة للإزالة عند 0 > 2 . ثم أزل النقطة الشاذة وأوجد متسلسلة ماكلورين لكل 
تكامل : 
)00 م -(9:)2 5 2 -() 2 


L(z)= (9a ددى‎ E (z)= 





المعسلسلات اللانهائية ۸۳ 


)1١(‏ أثبت أن *© )z(=‏ كر تأخذ جميع القيم ما عدا الصفر في أي جوار - > للنقطة 
2=0. 

(1) أثبت أن أي دالة كلية ليس لہا نقطة شاذة فعلية عند © يجب أن تكون دالة كثيرة 
حدود. ما نوع النقطة الشاذة للدالة © » 2 هذ و 2 605 عندص =z؟‏ 

)١5(‏ أثبت أن الدالة الميرومورفية في ٨‏ يجب أن تكون كسرا بسطه ومقامه كثيرة حدود. 

)٠١(‏ أثبت أن أي دالة كلية لا تساوي 0 و1 يجب أن تكون دالة ثابتة. 


(إرشاد : استخدم نظرية بيكارد). 


(ه,") الامتداد التحليلي (اختياري) 
Analytic Continuation (Optional)‏ 


يحدث أحيانا أن يكون التعبير (2) 6 » كما في متسلسلة لانهائية أو تكامل» يمثل 
دالة تحليلية لہا معنى فقط داخل منطقة محدودة ,© في المستوى ليس إلا. 

السؤال المطروح: أهناك من طريقة لتوسيع تعريف الدالة حتى تكون تحليلية 
على منطقة أكبر؟ وبالأخص أيمكن إيجاد دالة (2),/ تحليلية على منطقة 6 تتقاطع مع 
© بشرط أن يكون (2),/ -(0)2/ لجميع 2 في ,۸6 ,6 ؟ 

إن تحقق ذلك» فإننا نستطيع أن نعمم دالتنا إلى المنطقة ,6 ا ,6 » ونقول إن 
العنصرين (60 ,6) و (:6 ,) هما امتداد تحليلي مباشر الواحد إلى الآخر. 

وأي امتداد تحليلي مباشر للعنصر (60 ,6) إلى المنطقة :© من الضروري أن يكون 
وحيدا. وأن لكل دالتين تحليليتين على ,© وموافقتين على ,06 ,6 يجب أن تتطابقا 
على ,© (انظر التمرين (۲۰) من البند .))۳,١(‏ 

وتبدأ الطريقة للحصول على امتداد تحليلي بإيجاد متسلسلة تايلور للدالة المعطاة 
(10)02: 


A‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


امد -عاءه ل f (e)=‏ 


والمتقاربة على القرص 0 > 201 - 2| الذي مركزه عند النقطة 20 في 60 . 
إذا كانت ,2 تحقق ۸ > إ20 - ,| » فيمكننا كتابة / على شكل متسلسلة قوى : 


0 _ 7 “لد -م)بة > -(2) f‏ 


: n! 
وتكون متقاربة على القرص ,2 > |2 - | > في الحقيقة |2 - ,2| - ه۸ < ,۸. في حالة‎ 
المساواة فإن نقطة تماس الدائرتين: 0 = |2 - | و۸ = :2 - 2| يجب أن تكون نقطة‎ 
شاذة للدالة» حيث تؤدي نظرية تايلور إلى وجود نقطة شاذة على كل دائرة‎ 
تقارب. ما عدا ذلك فإن جزءا من ,۸ > |2 - 2| يقع خارج ۸0 > |20 - | ويكون‎ 
امتدادا تحليليا مباشرا إلى ((80 > 201 - 112 ,) كما أن كلا من‎ f, )|2 - 2:1 > :1( 
. ))١,١( المتسلسلتين تتقارب على منطقة التقاطع (انظر الشكل رقم‎ 





0 
الشكل رقم (ه,). امتداد تحليلي مباشر. 
مثال ١١اره,*)‏ 
: 1 ا 37 
لمتسلسلة القوى [4-م) 2(2) م نصف قطر تقارب 1-م وبالتالي فإن 


n=0 


منطقة التقارب 6 هي القرص |z-3|<1‏ 





المتسلسلات اللانهائية . 1١868‏ 
بإمكاننا إتمام (6 ,6) إلى قرص مركزه عند 0 وذلك بحساب : 
o0 1 n 1 o0 1 n-1‏ 
so.‏ 0-1 م nO-È(-2).‏ 
n=0 2 n=] 2‏ 
ولكن من السهل ملاحظة أن : 


2 - 3/2 = (2) ور 
في 60 . إذن من المثال ),٠,۲(‏ في البند )۳,١(‏ محصل على : 


3 262 1 2 
و ال 


3 





ويؤدي هذا إلى أن ,© هي القرص >1 2| وأ < = 2 هي نقطة شاذة للدالة. 

يمكن أن نستمر في هذه الطريقة» ولكن تجب الحيطة إذ إن الأقراص من الممكن أن 
تعود للتقاطع مع القرص الأول؛ ومن الجائز ألا تكون متطابقة على منطقة التقاطع 
وبحدث هذا عندما تكون الدالة متعددة القيم» وعندما تدور الأقراص حول نقطة تفرع 
للدالة وعلى فرع مختلف من فروع سطح ريان لتلك الدالة (انظر الشكل (7,5)) وعليهء 
حتى وإن كان (62 , 4) امتدادا تحليليا مباشرا إلى (:© ,) فليس من الضروري أن يكون 
امتدادا تحليليا إلى (5,©60ر) » وأن الدالة المتعددة القيم ستفيد في تعريف الامتداد ليس إلا. 





الشكل رقم (5,"). امتداد تحليلي. 


1 التحليل المركب وتطبيقاته 


مثال )۳,٥,۲(‏ 
Tai 77‏ 
لنعتبر الدالة / عندالنقاط 2-64 , 2-64 يمكننا باستخدام 
2 
نظرية ذات الحدين الحصول على قثيل متسلسلة تايلور حول هاتين النقطتين: 
1 عر 1 


ت ی 2 == سس 
(#0مج -])- ال 2 


-_ (2n) 22 ri 
= 0-2۲ | المج‎ 1 





8 1 


6 ب‎ 
0 Or (ze, LE <1. 


2” (7 

بحساب قيمة المقدار الأول عند © والثاني عند "© نحصل على 1=" و 1-=“ء على 
التوالي. 

لاحظ أنه في سطح ريمان {OP,‏ - ©] وعندما تكون ج -(2)/ فإن النقطة 


"© لا تنتمي إلى القرص 1>| */*67- 2 | . 

يسمى كل عنصر من المتسلسلة (م,© ,»)) ..... ,60 ,7 (0© , 6) حيث يكون 
(6 , ) امتدادا تحليليا مباشرا إلى (1© , :/) وامتدادا تحليليا إلى العناصر الأخرى 
وبالتالي فإنه يكن استخدام الطريقة السابقة لبناء امتدادات تحليلية واختيار المراكز 
2 , ... , 22 , 21 يحدد القيم للدوال. وكحالة خاصة» إذا كان ا منحنيا يصل م2 بنقطة '2 
ليست في القرص ۸0 > (20- 2| فإنه يمكن بناء امتداد تحليلي يحتوي على أقراص 
:۸ > إرت- 2| من المتسلسلات الممثلة للدالة حيث :2 يتبع .ر2 في التمثيل للمنحنى 1. 


5 
2 


المتسلسلات اللانهائية AV‏ 


إذا كان من الممكن الوصول إلى '2 عن طريق سلسلة منتهية من تلك 
الأقراص» فنقول إننا قد حصلنا على امتداد تحليلي للدالة على طول المنحنى 7 (انظر 
الشكل رقم (7,7)). عدا ذلك نكون قد حصلنا على عدد لا نهائي من الأقراص التي 
مركزها ر2 تقترب من نقطة '2 على 7 وبالتالى تقترب أنصاف أقطارها من الصفر. 





الشكل رقم (7,”). امتداد تحليلي على طول 7. 


وأكثر من هذاء فإن النقاط الشاذة للدالة» يحب أن تكون على محيط كل من 
هذه الأقراص. وتقترب هذه النقاط أيضا من '2. با أن كل جوار ع للنقطة "2 يحتوي 
على نقطة شاذة» فلا يمكن أن تكون الدالة تحليلية عند '2 . ويذلك نكون قد أثيتنا 
النظرية التالية. 


نظرية 
يمكن أن نمدد متسلسلة القوى '(74,)2-20 2 تحليليا على طول المنحنى ۷ 
الذي يبدأ في قرص تقاربه 70 > 20 - 2| حتى يقابل أول نقاطها الشاذة. 
من البدهي أنه إذا كان ١‏ و '#رقوسين منفصلين باستثناء نقطتي النهاية '2 و20 
بشرط ألا توجد نقاط شاذة على أو داخل المنحنى المغلق ر - ير » فإن نتيجة الامتداد 
التحليلي تكون هي نفسها على كل مسار. أما الداخل فيمكن أن يغطى بواسطة أقراص 


3A۸‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


تتقاطع مع الأقراص الناتجة من الامتداد التحليلي على هذين القوسين (انظر الشكل 





رقم (۳,۸)). 
تسمى هذه النتيجة نظرية المونودرومى (۲۴۳٥ءط‏ رصهله«مص) وإثباتها صعب 
ولذلك لن يعطى. ا 
الشكل رقم (۳,۸). 
تعريف 


الدالة التحليلية العامة («ماعصدة عنالإلهصة اaطاع)‏ مجموعة 5 من العناصر (© ,7) 
وأي اثنتين منها يكون الواحد منهما امتدادا تحليليا للآخر بوساطة سلسلة من 


عناصر 5. 


)۳,٥,۳( مثال‎ 


kr 


لنفترض أن ۽6 منطقة تحوي جميع النقاط 2 التي تحقق > 2-E)‏ 


لجميع الأعداد الطبيعية ۸ > لنفترض أن 1082 = (2) #لجميع 2 من 6. عندئذ تكون 


: الجموعة‎ 
(fh, Go) و‎ fis CD )د .و‎ Gn); 


دالة تحليلية عامة» وكذلك مجموعة العناصر (6 , 7) لكل الأعداد الصحيحة ر. 








المتسلسلات اللانهائية ١8‏ 

يقال إن العنصرين 00, 0) و (© , ) يحددان نفس الفرع إلى دالة تحليلية 

عامة عند النقطة ,2 من ,6 0 ,© وذلك إذا كان (2) كر (2) كرفي جوار - ع للنقطة 20 . 
لاحظ أنه ليس بالضرورة أن تكون العناصر الدالية امتدادات تحليلية الواحدة للأخرى. 


مثال (4 ,ه,7) 

إذا كانت 6 تم لاط تالتش له و سات 

إذا كانت ع0 عجوي على جي ا لكا 
و2 108 - (2) ب لجسميع 2 في ,© ولجميع الأعداد الطبيعية )» فإن 7 تقع في 
© 006 و22) = (2) 6الجميع ‏ فی >| 2 - 2هقة | بالرغم مسن أن كلا من 


(6,©0) و (:6, 6) ليس امتدادا تحليليا مباشرا للآخر (انظر الشكل (۳.۹)). 


2 
4 
lai oe e ERD EE n عا عد‎ 
نا‎ SE 
HR SERENE: 
13+ 28 16 192 92 46 39 16 4 
E 
KEEFE, 





(f2, G2) (fo, Go) 


تصتف النقاط على حدود مجال التعريف لدالة تحليلية عامة إلى مجموعتين : 
أولا: نقاط من أجلها تكون الدالة امتداداً تحليليا نقاط عادية ()صندم عقادوء:). 
وثانيا: نقاط شاذة . 


14٠‏ ال لتحليز المركب وتطبيقاته 

من الممكن أن تكون النقاط الشاذة معزولة أو لا تكون كذلك. إذا كانت معزولة 
سميت نقطة فرعية من الرتبة 1 - ” إذا كان لجميع نقاط الجوار - 6 للنقطة الشاذة لاء 
# من الفروع المختلفة» وإذا كانت © = * فإنها تسمى نقطة فرعية لوغاريتمية . 


تمارین (ه,”) 
في التمارين من )١(‏ إلى (۳) أولاء أوجد دالة تحليلية تتوافق مع المتسلسلة 
المعطاة على قرص تقاربها. 
)١(‏ اكتب ر في جوار للنقطة < =2 ثم احسب نصف قطر تقاربها. 
(1) اكتب <٠2"‏ على شكل متسلسلة تايلور في جوار للنقطة » = 2و1 > إهاما 
3 
نصف قطر تقارب المتسلسلة الحديدة؟ 


)۳( أثبت أن المتسلسلتين: 
o „ (z-2)"‏ "2 م 
REE‏ )2 و 


أوجد في التمارين من (5) إلى (۷) متسلسلة تايلور لكل من الدوال المعطاة في 
القرض 1> |1- 2| للفرع الرئيسي لكل منهماء ثم أكمل كلا منهما تحليليا على 
طول: 
22 + 0 ف )جنر 
هل تتطابق القيم عند 2) 2 مع تلك التي عند (0) 2؟ 


1 


7 (0) Logz (€) 


المتسلسلات اللانهائية ١‏ للبلا 


1 
(sin z7/2)' (¥) sin يإ ما‎ 03) 


() أثبت أن الدالة "2/22 تحليلية في 1 > |2ا مع أنها لا كن أن تكمل خارج هذه 
n=]‏ 


المجموعة. نسمى 1 = |2| حدودها الطبيعية. 


(إرشاد: حيث : 
f )2(‏ + ”7 بر + ^2 + 2ج - (ج) ر 
أثبت أن النقاط =٠”‏ تحقق : 
ەج( f)‏ عندما 1 ج ) 


همه مه اع 


(9) أثبت أن 1 = |2| حدود طبيعية إلى اق 
0= 
)٠١(‏ أثبت أن احور التحليلي حد طبيعي للدالة . 
0" 
أين تكون هذه الدالة تحليلية؟ 
)١١(‏ أوجد متسلسلة مركزها عند 1 = 2 وتمثل الدالة : 
f (z2)= 1 e “dy 0<1<o,‏ 
وتكون تحليلية في 0 < 2 ۸. وما امتدادها التحليلي إلى كل الفضاء؟ 
() تعرف دالة جاما في النصف الأيمن من الفضاء بوساطة التكامل: 
ه > 1 > 0,له 2ه f‏ -(1)2 
أثبت أنها تحقق المعادلة الدالية : 
T(z +1)= 21)2(‏ 
وتكون تحليلية في 0 < 2 .۸٠‏ أثبت أن لبا امتدادا تحليليا إلى كل الفضاء كدالة 


ميرومورفية ولها أقطاب بسيطة عند: ...,2-,1-,0. 


۱۹۲ التحليل المركب وتطبيقاته 

)1۳( مبدأ شوارتز للانعكاس (Schwarz reflection principle)‏ 
لنفترض أن دخ + » = ردالة تحليلية في المنطقة * التي تقع في النصف العلوي 
من الفضاءء ولها قطعة من ا حور الحقيقي كجزء من حدودها. 
إذا كانت رمتصلة وحقيقية على 27 فإن الدالة/استمراراً تحليليا وحيدا عبر 
إلى المنطقة © وهي انعكاس *0 بالنسبة إلى احور الحقيقي. 
(إرشاد: أثبت أن (2) / تحليلية على “© ثم طبّق نظرية موريرا أو معادلتي 
كوشي - ريمان على ( © لرل *6) 

: )Pringshim's theorem) أثبت أن نظرية برنكيم‎ )١5( 


متسلسلة القوى "508,2 - (2)/ التي يساوي نصف قطر تقاربها الواحد 
0= 
ا ا 
)٠١(‏ أثبت أنه بالرغم من أن التسلسلة 2 3 متقارية عند كل نقطة من 1 = || 


لكنها ليست تحليلية عند 1 - 2 . 


ملاحظات 
نظريات مهمة تعود إلى ميتاج - ليفلر وفيرستراس (ككا؟إز۷6 & (Mittag - Leffler‏ 
تهتم بالمتسلسلات اللانهائية والتمثيل الضربي لدوال ميرومورفية قد حذفت» ويطلب 
من القارئ دراسة هذه المواض ضيع التي يمكن أن تكون موجودة في : ]185-196 [A, pp.‏ . 


البند ٤(‏ ,۳) 
يوجد إثباتان مختلفان لنظرية بيكارد (0جدءاط) في [297 .م ,4] و [144 .م ,۷] . 








المتسلسلات اللانهائية ۱۹۳ 
البند (ه,) 
الطريقة التي أشير إليها عند بناء امتداد تحليلي مباشر جيدة من الناحية النظرية 
لكنها قليلة الاستعمال في التطبيق إذ أن المشكلة تكمن في حساب المعاملات 0 التي 
تكون مجاميع لمتسلسلات لا نهائية بدون معرفة معلومات إضافية . 
يوجد إثبات لنظرية مونودورمي (monodromy)‏ في ]285 [A, p.‏ . 


الفصل الرابة 


التكامل علو مسار 
CONTOUR INTEGRATION‏ 


)4,١(‏ نظرية الباقي 
The Residue Theorem‏ 
لقد بينا في البند )۳,۳١(‏ أن الدالة التحليلية في المنطقة ۸ > | - 2| > 0» يمكن التعبير عنها 
بمتسلسلة لورانت حول 20 . 
يسع العام 
,2 >م > 0 .2(44)/ 508 ج | 
في متسلسلة لورانت بالباقي #د4ندء# 706 للدالة (2) “عند «2» ويرمز له بالرمز 
۸١8, /)2(‏ ويلاحظ أن معرفة الباقي للدالة عند 20 يمدنا بطريقة بديلة لحساب 
اك 
)(£ مسمس = هه(ه) 1 | 

حيث 7 منحنى جوردن الأملس جزئيا (#دده ههل:ه1 5م) فإن النظرية التالية لها 
أهمية أساسية في التحليل المركب وتمثل المبدأ الرئيس في تطور الطرق المتعلقة بهذا 
الفصل. 
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۹٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
نظرية الباقي Residue theorem‏ 
إذا كانت (2)/دالة تحليلية في منطقة © تحتوي على مجموعة من النقاط الواقعة 
داخل وعلى منحنى جوردان الأملس إلا عند عدد محدود من النقاط الشاذة ع2,,...,2 
داخل ۲» فإن: 
Res, /()‏ مهمه (2) f‏ | 
البرهان 
من الممكن أن نرسم دوائر (0 <) ٣,‏ = |,2 - 2| و ۸ , ... , 1,2 >7 داخل 7 بشرط 
أن تكون الأقراص ۶١‏ > |2 - 2| منفصلة الواحد عن الآخر. وبتعميم نظرية كوشي إلى 
مناطق متعددة الترابط connected regions)‏ yاtipاu)‏ (انظر البند (۲,۳)) نحصل على : 
(z)dz‏ 01 ا (z)dz‏ 1 
وفي كل منطقة ,7 > |2 - 2| > 0 تعطى متسلسلة لورانت للدالة (2) “رحول ,2 الباقي 
٠‏ التالي : 
n =l1,...,k‏ و ۽ = ره -(2)/, Res,‏ 
وبالاستفادة من هذه المتطابقات نحصل على النتيجة المرجوة. ا 
ولكي تكون هذه النظرية مفيدة نحتاج إلى الحصول على طرق سهلة لحساب 
الباقي. وعلى وجه الخصوص نرغب في أن نتجنب عمليات التكامل متى كان ذلك 
مكنا. فإذا عرفت متسلسلة لورانت صراحة فإن الباقي يساوي ه. نلاحظ أن للنقاط 
الشاذة غير الأساسية singularities)‏ [تامءووعهمم) تنعدم قيمة ,.» عند نقاط الشذوذ 
القابل للإزالة» وإذا كانت 2 قطبا من الرتبة ۸ فإن: 


(z- J”,‏ ردك كر ,2 -ج) 


حدر 


التكامل على مسار 4۹۷ 


وعليه فإن لقيمة 1 -/ نحصل على : 
0-1 > (2)/(,ج - (z‏ سنا 
بينما لقيم 1 < » نجد أن : 


im le-a) بم( ») -[(عار‎ 





)4, ١, ۷( مثال‎ 

أوجد الباقي عند كل النقاط الشاذة في © للدوال: 
sin (1/2) (1)‏ 2 ع )ير (ب) (- ©)/# - (ه)ع 2 (ج) 2 صلواج - (2) h‏ 
الحل 

: نعلم أن متسلسلة لورانت للدالة (2)/رحول 0 -2 هي‎ )١( 


f(z )م‎ 





Res, f (z)= 
6 


: وهكذا نخحصل على‎ .2> 0 
Res, g(z2)= lim(z -1(2)2(- © 


د و إا( 





۱۹۸ التحليل المركب وتطبيقاته 
(ج) لاحظ أن (2) ۸ لها نقطة شاذة قابلة للعزل عند 0 =2 » ولما أقطاب عند 
7 = 2 حيث ... , 2+ , 21خ لاحظ [ مثال )۳,٤,۱(‏ (ج) بالبند .])۳,٤(‏ وبا أن 
sin z‏ *)1-( 2 2- 2) هذه » فإن الحل الكامل يعطى بواسطة العلاقة : 
Rês HES E (2 _ - (1k, K=0,+1+2,...‏ 
zk SiN Z‏ 
مثال 6,1,7( 


e 
س‎ 2 
ورت 23 ا‎ 
الحل‎ 
تحدث النقاط الشاذة لدالة التكامل عند 1+ , 0 > 2. وحينئذ نحتاج فقط لحساب‎ 
:1 الباقي عند القطبين البسيطين عند كل من 0 و‎ 


2 4 


6 
Res, حب‎ = lim 
zz” -1( +z” -1 


= [1 





2 2 


6 6 6 
Res : = lim = س‎ 
' zz” -1 1ح‎ 2)72 +1( 2 





إذن: 
27 


(6-2)ه - ول سكل 1 1 


3-2ج2 ارما 
على الرغم من أن نظرية الباقي قد ذكرت بمساعدة البواقي لمجموعة النقاط 
الشاذة لدالة التكامل داخل منحنى جوردان الأملس جزئيا فإن البواقي عند المجموعة ”5 
للنقاط الشاذة لدالة التكامل خارج ۲ يمكن أن تستخدم في حساب التكاملات. 


التكامل على مسار ١8‏ 
نظرية الباقى للنقاط الشاذة الداخلية والخارجية Inside-Outside theorem‏ 


إذا كانت: 
وم + جره +...+ 'أقر_ريه + "4,2 - (5)2 
و +2 +b, 2 +...+b‏ ”ترط 


حيث 2+ ۸ < :7 فإن : 


Res F(z)‏ رج م2 
(zz =‏ را 
27i,» Res F(z)‏ - 


البرهان 

المساواة العليا هي إعادة صياغة نص نظرية الباقي . وللحصول على المساواة الدنيا 
نختار ۸ كبيرة بمقدار كاف لكي تقع + وكل أقطاب الدالة (2)# داخل الدائرة 
8 - || : ©. ليكن “يز منحنى أملس جزئيا يصل بين 7 والدائرة © والتي لا تمر بأي 
قطب للدالة (2) ۶ (انظر الشكل رقم (5,1)) . إذن وباستخدام نظرية الباقي نحصل 
على : 

E F )2(- e F(z)dz, 
حيث 7 في اتجاه عقرب الساعة. يلغي التكامل على 7/7 التكامل الآخر على 'ر- (انظر‎ 
: الجزء (۳) من النظرية الأولى بالبند (7.7)) لنحصل على‎ 
| F(z 5 5 Res 7)2(+ طلم في‎ 


فى التحليل المركب وتطبيقاته 





m n 
۲ نا = ى : أقطاب داخل ۷ و 2ل = : أقطاب خارج‎ 2, .)4,١( الشكل رقم‎ 
1 ^ =1 


بما أن ۸ اختيارية » فإن البرهان سوف يكتمل إذا بيّنا أن : 
lim | F(z)dz =0‏ 


dJlz2|=R‏ مجم 
من الفرض نجد أن |(2) ۴ | محدودة بثابت © >11 0 عندماه ج 2 » وذلك لأن: 
n+2-m‏ 


ا 
1 0,2 


2 F(z)= , 1222+ 2 


~m‏ ج 
Db, +b, z2 +...+ 2‏ 


إذن: 





f. F(zJaz| > 





وتؤول هذه القيمة إلى الصفر عندما © ج ۸. 


التكامل على مسار ۲۰١‏ 
مثال )٤,۱,۳(‏ 


2+ 0 
8 2-000 Cr) |b >1 


الحل 

لدالة التكامل قطب من الرتبة # عند 0 وقطب بسيط عند 8- . وحتى لو أعطيت 
# » فإن حسابات الباقي عند 0 غير سهلة لقيم 1 < #7؛ طالما تطلب الأمر (1- #) من 
التفاضلات للدالة (5 + 2)/(ه + 2). ويمكن تجنب كل هذه الصعوبات باستخدام نظرية 
الباقي للنقاط الشاذة الداخلية والخارجية كالتالي: 





0 +2 0 +2 
كلك 2R es,‏ - عل 
سم ل 
(- 22 کے ون يرد - 


)1 ©6 2 2 
لاحظ أن التكامل سيصبح صفرا إذا كان 1 > إط|. 











تمارين )4,١(‏ 
أوجد الباقي عند كل النقاط الشاذة في © للدوال المعطاة في التمارين من )١(‏ إلى 
(؟١1):‏ 
e 2‏ 
00 سج در(ع)/ 0 حب د(ع)/ 
م ۶)7 ا 
2 17+ 2( 
)0( تلمع - رج)ار 0( a‏ 


2 


e‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
1 





f(z2)=(z-1J sin— (۸) f(2)=(z2-1)e* (¥) 
2 
f(z)=tanz (1°) كلب زيار‎ )4( 
sinh z 
/()= (2+ هم[‎ (۳) f(z2)=cotz (11) 


احسب التكاملات التي في التمارين من (1) إلى .)۲٤(‏ وفي التمارين من 
)١5(‏ إلى (۱۸) ۸ عدد صحيح غير سالب : 


0م 2 ا 08 [a‏ 


z2 +z =2 2+1 








dz 


dı 
a 0 5 5 0) 


02 


1 
E 0‏ ا 0 [1+ )"2 ا 








sin Z 5112 
dz (۰) d ۱۹ 
5 (2 + 2 1 57 0 0 
1 tan z dz (YY) / ze“ (¥1) 
حاترا داعا‎ 
ا‎ tan zdz (Y4) ا‎ tan z dz (YY) 
5-اج|‎ 2-2 


3 
٠. 


]8)2(/ 0)2([' افترض أن (2) © و (2)2 كثيرتا حدود. بین أن كل البواقي للدالة‎ )١15( 
. أصفار‎ 


(4,7) حساب التكامل الحقيقي الحدود 
Evaluation of Definite Real Integrals‏ 
نقدم الآن هناء وفي الأجزاء الثلاثة التالية» عددا من الطرق المفيدة لتطبيق 
نظرية الباقى لحساب التكامل المحدود. 
[Fos 0,sin 66‏ 
حيث (/,5) ۴ هي خارج قسمة كثيرتي حدود قي 5 و/» ربما تتحول إلى تكامل خطي 
باستخدام التعويض ”أ = 2 حيث5 2 >0 > 0» وذلك لأن: 


ل =(“ + ° 2= c00‏ 
١ )-2(‏ کو 0نم) ل - ف sin‏ 
2i‏ 


2l 2 


27 : 1 1١ 1 1102 
F(cos 0,sin 9260 = 8 3 + 1 - 3 


)4,7,١١( مثال‎ 


بين أن : 


= ,0 >b>0 


02 0 7 
° (a + bcos) (a? '(2م-‎ 








٤‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
الحل 

بما أن0 05» تأخذ نفس القيم على [2 2 , 7] كما يحدث على [ , 0]ء فإن 
التكامل السابق يساوي : 


| 


0 40 _ 1 dz 
0 a+bcos0 i l= bz” + 2az +b 


2 
وبتحليل المقام إلى (2-9) (م-2) ط» حيث : 


- a+ a” -7 - a ¬ a” -b 


5 ا م ل ار 
وملاحظة أن 1 = وم و 1 < ط/ه < |و| > نرى أن النقاط الشاذة الوحيدة لدالة التكامل 
على قرص الوحدة هي عند م . فضلا عن ذلك فإن م هي قطب من الرتبة الأولى؛ 
وعليه فإن الباقي لدالة التكامل عند م يساوي : 

1 ا 


1 
مده‎ b(z-q) b(p-q) 2a 2 


وتستنتج الإجابة الآن من نظرية الباقى. 


مثال (۲ ,7 )٤,‏ 
أثبت أن : 


0 ery 
الحل‎ 


مرة أخرى 2 التكامل يساوي : 


1 d0 7 


2] 202 - | 2702 
00 (bz 4+ 2az +b] ib? a= (z- pJ (z-q) 


التكامل على مسار ١‏ 
وله قطب من الرتبة 2 عند م والتي هي نقطة شاذة وحيدة. والباقي عند «ريساوي: 


e 2 0 (+4) _ ab 
9 3 : مه‎ )z-g ((و-م)‎ 4 (a2 ([2م-‎ 


وتعطى النتيجة الآن مباشرة. 








تمارين (4,7) 








27 0 
ا‎ E a>0 (1) 
° a+sin a+sin@ Ê 
1 009 8 z(2a +1) SS 
E BA > 07 
0 (a + sin’ 9) 4 (a? +a) 
2 089 27 
,کے‎ ,b>0 (Y) 
/ aڑ‎ cos 0+ 527 sin? © ab 53 
2 7 
لي الال لي‎ 
: (a? تومه‎ 0 +B? sin 0F ab 
2r 
a |<1 
١ ا‎ 5 (0) 
° 1-2ac0s0 + ۾‎ 2r ا‎ 
nz 


۸ زوجى ,~~ 


os" 6 06-1 2“ 8 00 


0, فردي‎ n 





۲۰٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


nlzr : 8 +0, ا‎ 

(acos @+bsin0)" 46 = |) (۷)‏ | 
ردي ,0 
حيث 7 وه عددان حقيقيان. 

(A)‏ - = 6ل (6صذو - cos(n0‏ ا 


| coorible=-2risinb , #عمعه‎ () 


(,4) تقدير التكامل الحقيقي المعتل 


Evaluation of Improper Real Integral 
تحولت فترة التكامل تلقائيا إلى منحنى مغلق»‎ )٤.۲( في النظرية المعطاة بالبند‎ 
وسمح لنا بتطبيق نظرية الباقي. وف التطبيق التالي لن يكون هذا مكناء ولذا نستبدل‎ 
المنحنى المعطى بمنحنى مغلق حتى تتفق قيم التكاملات بعد أخذ النهاية.‎ 


نظرية 
لتكن (2) ”1 خارج قسمة كثيرتي حدود في 2 بحيث إن : 
-١‏ (2) ۳ ليس لما أقطاب على احور الحقيقي. 
۲ (1/2) ۸۴ لہا جذر من الرتبة 2 على الأقل عند 0 = 2؛ أي أن درجة المقام تتجاوز 


درجة البسط بمقدار 2 على الأقل. 
عندها يكون: 
cos Re‏ ص 
ay Res F(z), a>0O‏ | 0 م ٍ F(0‏ 1 
ax Im 50‏ 511 2-8 


ويؤخذ امجموع فقط على أقطاب (2) ۴ في نصف المستوى العلوي . 


التكامل على مسار ¥ 


البرهان 

ليكن ١‏ يمثل المنحنى المغلق الناتج من أخذ القطعة المستقيمة (۸ ,۸-) على المحور 
الحقيقي للإحداثيات متبوعا بنصف الدائرة 867 - 2 حيث 7 >0 > 0 . وبما أن الدالة 
(2) ۴ هي خارج قسمة كثيرتي حدودء فإن أقطابهاء وبا مغل أقطاب “© (2) "لع تتكون 
من جذور المقام لا غير» وعليه فإن عددها محدود. وإذا اختيرت ۸ كبيرة جداء فإن 
كل الأقطاب للدالة (2) 7 في النصف العلوي للمستوى ستقع داخل 7 (انظر الشكل 
(((. 

إذن تؤدي نظرية الباقي إلى : 


27i Res F(z)e“ 2e“ dz 


J>0 


= f F(re“dx+ | F(Re' ( “تل‎ iRe' dg 





الشكل رقم .)٤,۲(‏ 


ومن (۲) تكون |(2) ۶ | محدودة بالثابت 14 عند كل النقاط الواقعة في النصف العلوي 
للمستوى التي لا تقع بداخل 7 . وعليه تكون: 

1 || 0 < 44 كانيج[ “مااي مام | 
لذن 1 > ° " *”». ومن (۲) وبوساطة نظرية المقارنة للتكاملات المعتلة في حساب 


التكامل ؛ ينتج أن كلا من: 
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(x)cos ax dx , 8 F(x)sin ax dx, a>0‏ كا 


متقارب. وبجعل مه ج ل صل على : 


0 e" dx = بره‎ J Res 7 ,“أت (ع)‎ a>0 


7>0 


التي نحصل منها على النتيجة بأخذ الأجزاء الحقيقية والتخيلية للطرفين. ك 


ملحوظة 
إذا كانت 0 < ۾ يمكن أن يستبدل الشرط (۲) بالتالي (7*) : 
(؟*):  )1/2(‏ لبا جذر من الرتبة 1 عند 0 = 2. وفي هذه الحالة لا يمكن أن نستخدم 
نظرية المقارنة للحصول على التقارب للتكامل : 
[F (xe dx, a>0‏ 
وفي الحقيقة» يجب أن نبرهن على أن : 


1] F(x)e'™ dx, a>0 


3 
له نهاية عندما تؤول كل من × و ل بشكل مستقل إلى 6 . لتكن ۷ حدود مستطيل تقع 
رؤوسه :عند النقط ,6ل » ينل » لاجرلل و 27+ رال- وقد اختيرت الثوابت × » يا وآ 
كبيرة بما فيه الكفاية بحيث تكون أقطاب الدالة (7)2 التي في نصف المستوى العلوي 
واقعة داخل ۲ (انظر الشكل رقم .))٤,۳(‏ ويبين الشرط (۲*) الآن أن |(2) ۶ 2| محدودة 
بالثابت 14 عند كل النقاط الموجودة في 0 < روليست داخل 7. 














الشكل رقم .)٤,۳(‏ 
ييحقق التكامل : 
117+ كار 
<M dy‏ اول تا F‏ 
أن + 2 (2e‏ !1 
گے رچ سے م كر 
he 00‏ ک 


بالمثل» التكامل على القطعة المستقيمة التى تربط 17- ,× بالنقطة ,× محدودة بالمقدار 
Max,‏ » وأن: 
)2 


وباستخدام نظرية الباقي والمتباينة المثلثية نجد أن : 


1 F(x)e™* dx - 27i Res F(z)e“ 


7<0 





„Me 
12 





Me‏ ع taz X2‏ الج بكر 
e, ze“ dz| < =‏ 

















~a 
EE 0 ( 
ak, ax, YF 


ونحصل على النتيجة بجعل مه ج ۲ > ثم جعل × و 5 تؤولان بشكل مستقل إلى 5 . 


)٤,۳,۱( مال‎ 


: أثبت أن‎ 
~ ab 
3 dx = az0, b>0. 
0 x“ +b 2b 








005 4# , € 


5٠‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
الحل 

تساوي الدالة (2) ۴ هنا '(ط+7) ولا أقطاب عند ط±. والدالة 
(2ج +7/)1 -(7)1/2 لها جذور من الرتبة الثانية عند الصفر. 

وحيث إن الفروض للنظرية متحققة فإننا نمحصل على : 


1! COS @X dx = Re 2aRes, أ 2 وي 5 ا‎ 
Zz +b 





6 7 + تبره 
ومنها نحصل على النتيجة لأن دالة التكامل زوجية. لاحظ أن : 
a>0, <0‏ ,عه | 
+b‏ هم 


مثال (؟ ,۳ )٤,‏ 


بين أن : 
o 2511 040 72‏ 
0< ,0<ه ‏ ,"م - عه يب | 
x“ +b 2‏ 0° 





الحل 
بتطبيق الشرطين )١(‏ و(۲)* على (*5 + 7) / 2 = (2) ۶ نحصل على : 


o 251132 0 
ا‎ b 








iaz 
ze 
2 dx = Im) 2ziRes,, = ze ®, 
2عر م‎ + 


z2 +b 


ودالة التكامل مرة أخرى زوجية. 


تمارين )٤,۳(‏ 
احسب التكامللات التالية مستخدما الطريقة المعطاة ق هذا البند من الفصل : 
x dx 7‏ 


)00 م 


x7 +2x+2 








التكامل على مسار 51١‏ 


0 x dx 


e (۲) 


a>0 (TY)‏ و س 
x7 +a] 14‏ 


rae e2 e ab >0 (€) 
e dx 7 


وا لمسداماي ا 


8 x dx r 
0 





X 


E ae cos @x dx _ (rabe + abe “® 


e 38 a>0, 0<م‎ (%» 
XxX + 


sin ax dx 0 abe” ab ab <0 (¥) 


ا 











0 COS 6 (a) gj ab r 
= 0<م ,4>0 ,| —=+—— ع‎ )8( 
aT د‎ 1 
ERE E O 
0 x* +b 2b 2 
» x? Sin @X 1 (ab) N2 ab 
1 dx =~“ cos, a b>0 (1°) 
0 x +b 2 2 


(4 ,4) التكاملات لدوال ها أقطاب على احور الحقيقي 
Integrals with Poles on the Real Axis‏ 
افترضنا خلال مناقشة البند )٤,۳(‏ أن الدالة (2)/ ليس لہا أقطاب على المحور 


الحقيقى » وإلا تباعد التكامل : 





1۲ التحليل المركب وتطبيقاته 

[F(R e"ax, a>0 
إلا أن الجزء الحقيقى أو التخيلى للتكامل السابق ریما يتقارب إذا كانت (2) ۶ لہا أقطاب‎ 
من الرتبة 1 وتتطابق مع جذور ×ه 605 أو جه هذة.‎ 

افترض أن (2) # لہا قطب من الرتبة الأولى عند 0 - 2 فقط لا غيرء ولیس لہا 

أقطاب أخرى على احور الحقيقى. إذن التكامل : 

| F()sin ax dx, a>0 
- متقارب. وتتكون طريقة حساب التكامل من استخدام امحيط 7 للمستطيل ذي الرؤوس‎ 
۴ حول و 1۲ + × -» ونتجنب الصفر بواسطة إلحاق نصف دائرة صغيرة‎ 1۲ » ۸ × 


ذات نصف قطر ‏ في النصف السفلي من المستوى (انظر الشكل رقم .))٤.٤(‏ 





الشكل رقم ٤(‏ ). 


افترض أن ۸ » يلد » ۷ و م قد اختيرت كبيرة كبرا كافيا؛ بحيث تقع كل 
أقطاب الدالة (2)/ غير الموجودة في النصف السفلي للمستوى داخل 7. إذن 
(©)ر+ (تار») = ٥‏ (ج)ط حيث “© (۴)2 م365 = ١ه‏ و(2)/ تحليلية في الحوار - ع المغلق 
للنقطة 0 -2. 


التكامل على مسار ۱۳ 
والآن على نصف الدائرة 6 التي نصف قطرها م > ۲» 
F(z)" dz f + frei“) re a0‏ ,| 
mia_, + ir 0 (rei ) ed0.‏ = 
بما أن (2)/ محدودة على م > |2 بالثابت ۸ » فإن: 


ir f te“ )e“as <rNzr 





المستنتجة في البند )۳٤(‏ نحصل على : 


1 + + ٤ F(x) ا - ب “ع‎ F(z)e“ 50 


وذلك بجعل » ج [ 2 وحينئذ تؤول × و × إلى ده بشكل مستقل. 


والآنء اجعل 0 ج /؛ سنجد أن : 


lim [+ ] F() “ع‎ dx 5 a Re F(z)e“ + 3 


0+ 
y0‏ 
يشار إلى النهاية في الطرف الأيسر لهذا التعبير على أنها القيمة الأساسية لكوشي 
)Cauchy principle value)‏ للتكامل وتكتب : 


PV f F(a = > Res F(z)e“ + ا‎ 


y>0 
. لاحظ أن نصف قيمة الباقي فقط عند الصفر توجد في الطرف الأيمن‎ 
ونستطرد باختصار بعمل بعض الملاحظات حول القيم الأساسية لكوشي.‎ 
: لتكن (:) /[معرفة على خط الأعداد الحقيقية» اعتبر النهايات‎ 
lim ] f(r)adr, (0) 
jim ا‎ (as 


1 التحليل المركب وتطبيقاته 


lim f (x)dx + lim 1١ f(x)dx )9( 


مج 2 
إذا كانت النهاية )١(‏ موجودة فيسمى التكامل المعتل متقاربا بمفهوم كوشي ' وتكتب : 
R‏ 7 م 

PV 1 0 (x)dx = lim 1 () dx 
: وإذا كانت النهايات في (۲) موجودة » فإننا نقول إن التكامل المعتل 'يتقارب” ونضع‎ 

8 5 0 / R 

01 (4 - 00 1 f ()adx + ا‎ 1 (Jax 

لاحظ أن تقارب التكامل يؤدي إلى التقارب بمفهوم كوشي (أي إلى نفس القيمة): 


ولكن يمكن أن يكون لتكامل ما قيمة أساسية من غير أن يكون متقارباء فعلى سبيل 
المثال : 





0 2 R 
PV ا‎ x dx = 5-8 2 
“09 جار‎ 2 -_ 


ولكن لا توجد أي نهايات في (۲). وفي بعض الحالات» مثل حالة شحنة على لوح لا 
نهائي » فإن النهاية تستخدم في )١(‏ وقي حالات أخرى» مثل الشحنة الكليّة على 
اللوح؛ فإن النهاية توظف في (۲) وسنختار الوسيلة الملائمة للمسألة. 

ويأتي تطور مشابه عندما تعرّف () رفي الفترة > :دك © ولكنها غير حدودة في 
كل جوار لنقطة © حيث 5 ٠>‏ >4 . يتقارب التكامل المعتل بشرط أن يوجد الطرف 
الأيمن للمعادلة: 
f f()ax+ lim (Das 4>0, 7<0, (۳‏ ادع )| 

وحتى في حالة عدم وجود النهايات› فإن القيمة الأساسية لكوشي للتكامل : 
PV (Jax = tim 104+ 0 f(a) £><0, )©‏ 


يمكن أن توجدء مثال ذلك : 


التكامل على مسار 110٥‏ 


PV , lip (logs + og | 0, €>0 


1 1- 
ولكن لا توجد أي من النهايات في (7). 
وكما سبق» فإن التقارب يؤدي إلى التقارب بمفهوم كوشي. وأكثر من ذلك فإنه 
يمكن أن يكون للتكامل المعتل ذي النوع المختلط (6منز) 4©«نص) قيمة أساسية لكوشي 
حتى إذا تباعد التكامل : 


4 سم‎ ١ 1 dx 
Pv = e + | عكر‎ 00 
ا‎ R 
=m f * | تا‎ 
وإذا كانت (۴)2 لبا أقطاب عديدة من الرتبة الأولى على احور الحقيقي»‎ 

وتنطبق مع الجذور لأي من ×ه 05» أو جه هذ فإننا غصل على النتيجة العامة التالية 
آخذين عددا من أنصاف الدوائر مساويا لعدد أقطاب ۷ و التعامل معها مثل التعامل مع 
نصف الدائرة العليا . 


نظرية 
افترض أن (2) ۴ هي خارج قسمة كثيرتي حدود في 2 بحيث إن : 
)١(‏ كل أقطاب الدالة (2) # التي تقع على احور الحقيقي لبا الرتبة 1 » وتنطبق مع 
الجذور لأي من ×ه 05ه أو :ده هذى 0<ه. 
(0) (5)1/2 لہا صفر (جذر) من الرتبة الأولى على الأقل عند 0 = 2. 
عندها يكون: 
1 00 
تاق زج)ر Res F(z)e'“ +—D Res‏ م 22 = يرن "تاج ( PV‏ 
Res Fe)‏ روج + ما« Res‏ .| 


0جبر 
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مثال ٤, ١١(‏ ,4) 





الحل 


ما أن 1/2 = (2) ء فمن الواضح أن )١(‏ و(۲) تتحقق» وعليه: 
PV |" dy = 7i Res, — = gi.‏ 
2 9 
ونحصل بمساواة التخيلية على النتيجة المرجوة » لأن دالة التكامل زوجية› وأن 0 = × 
نقطة شاذة قابلة للإزالة للدالة </(* صزة) . 


يمكن وبنفس الطريقة حساب التكاملات الحتوية قوى الدالة جه 05 أو جه هذة. 


)٤, ٤, ”( مثال‎ 


بین أن : 
a‏ 
2 


2× 0 
الحل 
باستخدام صيغة ضعف الزاوية ×2 1-٠0١‏ = × ”1ء2 » نحصل على التكامل : 

8 1- 005 2 

4 ه 
الذي يتقارب بواسطة نظرية المقارنة الحساب التفاضل والتكامل (صعدمعطا م«هكتمةمصهمه) » 
وبمكاملة الدالة #ي25(/4م-1) حول المنحنى ‏ الموضح بالشكل رقم (4,0) نحصل على : 
م 1 مع 1 ا 

7 


dz = 27i Res, = 77‏ سد 
42 427 


dx 








التكامل على مسار 1۷ 





الشكل رقم (4,5). 


القيمة المطلقة للتكامل على المنحنى ۸ = |۶| حيث 7 > 2 3:8 > 0؛ محدودة بالقيمة : 


e 0< 
4R Jo 


2R 
التي تنعدم عندماه ج ۸ 2 وبما أن:‎ 





1-e” -j 
4z N 


لدالة (2)/تحليلية على قرص مغلق مركزه 0 يحتوي على نصف الدائرة 2ء فإن: 
i 1‏ 0 4 ع1 
a ir f fre 4 P4 < Nz‏ 


4z 
وهذا الحد ينعدم عندما 0 جم ولبذا:‎ 














ا 
PV E‏ 
4X 2‏ ه- 
تمارين ٤(‏ ,ئ( 


احسب التكاملات بالتمارين من )١(‏ إلى )٩(‏ بواسطة الطريقة الموضحة بهذا البند: 


1 COS ZX E 00) 


4x? =1 2 
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00( [3- )2= سدع 








9 EE چ‎ )۳( 
2× عر‎ 
o sin x x? + 2 72 و‎ 3 

la? +e lb” -a? Jl, ab>0 (6)‏ ديل 
x x2 +b” 82 1 1‏ 1 


Sih xX 


5 0<م ذم -1 ا‎ (0) 
xx” -b 2b 


o Sin ax 4 e“ 
يعي ا‎ 5 a,b < 0 00 





)¥( 0<مه cos Dx E a‏ لسلست 
2 
a sin x 32‏ 
0 کو 
8 ×+ 0 
nla-b , )(‏ نے _ ر (ط-) sin m(x — a) sin n‏ 5 
6-6 1-6 1-0 م 


a,breal, © +6‏ ,0 << بر 


: برهن المتطابقة‎ )١( 





وذلك باستخدام الطريقة الموضحة في هذا البند. وإذا أضفنا + إلى هذه الدالة» نحصل 
على دالة النبض («هاءصلة #ادمصا)» المعتاد وجودها ف كتب البندسة (engineering‏ 
(15ه50» ممثلة بانفتاح مفاجيء للتيار في خط كهربائي بدائرة مفتوحة. 


























التكامل على مسار ۲۱۹ 


(ه,4) تكامل الدوال متعددة القيم (اختياري) 
Integration of Multivalued Functions (Optional)‏ 
عندما نتعامل مع تكاملات تحتوي على دوال متعددة القيم » يجب أن نأخذ في 
الحسبان نقط التفرع «(branch points)‏ وقواطع التفرع (كاناء )branch‏ لدالة التكامل › 
بالإضافة إلى النقاط الشاذة المنعزلة (ءعنازواسعمذء 15012601) » والسبب في ذلك أنه 
عند استخدام نظرية الباقي يجب أن نختار منطقة تكون دالة التكامل بداخلها وحيدة 
القيمة. 


نظرية 
إذا كانت (2) ۴ خارج قسمة كثيرتي حدود في 2 وتحقق : 
-١‏ (2) ۴ ليس لبها أقطاب على الجزء الحقيقي الموجب . 
؟- (2**17)2 تنعدم عندما تؤول 2 إلى 0 أو © » حيث ۾ عدد حقيقي» وليس بعدد 
صحيح » فإن : 
gar Z Resla*F (2))‏ 7 = ب( x“F‏ 1 


وذلك بأخذ المجموع على أقطاب الدالة غير الصفرية. 


البرهان 

بما أن (2) ۶ لہا عدد محدود من الأقطاب في ©, فيوجد عدد ۸ > ۲ > 0 بحيث 
تكون كل الأقطاب غير الصفرية داخل الحلقة ۸ > |2| > وسوف غختار للدالة “2 فرعا 
من 91 له زاوية أساسية تقع بين 0 و 27 ونقطتي تفرع 0 و ه. لتكن و + ¥2 Yı+‏ = بن 
تتكون من حيط المنطقة الناتجة من قطع ۸ > |2| > ” على امتداد القطعة المستقيمة 
8 >« >“ المدونة بالشكل (5,1). 





۰ التحليل المركب وتطبيقاته 


الشكل رقم (4,5). 
ولا نستطيع قطعا تطبيق نظرية الباقي مباشرة على ۲ لأن (2) ۴ "2 متعددة القيم 
على الفرع القاطع. إلا أنه يمكن تطبيق نظرية الباقي على حدود المنطقتين ,2 و د2 


الموضحتين بالشكل (5.7). وينعدم التكامل حول الأقواس :7 و ۷6. وهكذا تمتد نظرية 
الباقي إلى 1 


ا 


الشكل رقم (ل,4). 








التكامل على مسار ۲۲١‏ 


لاحظ أن دالة التكامل لہا قيم مختلفة على :7 و ۲ وباستخدام نظرية الباقي 
نحصل على : : 
(zz = 2y, Res(z F (2))‏ ]| 


20 
: ولكن‎ 
> f lz2"F(z)ld@, j=24 





1 2° F(z)dz 
7 
وبالتالي فإن:‎ ٣ والتي تنعدم بوساطة (۲) عندما  ج 8 أو 0 ج‎ 


على ل ه x“F(x)‏ -(ج)ماء 
على 2 5 F(x)‏ ممت عير 
ولذا: 1 


ع( ع fî‏ ( “متم - 1) = ج2*17)2(4 5 ا 
تعطي الصيغة المطلوبة بجعل » ج 8 و 0 <+-7. 


مثال )٤,٥,۱(‏ 
بين أن : 


.0< ,1-< ه<0 1 سامت 
x+b sin za‏ 0 








“ير - j‏ 
الحل 
هنا 1 > 1 +4 > 0» لذا فإنه من الواضح أن )١(‏ و(۲) تتحقق. وباختيار الفرع 
من ۸ الذي تقع زاويته بين 0 و 27 نحصل على : 


27 Res Z2“ 226“ 
"(g+b) e معي د‎ 


p8 
حيث إنه على هذا الفرع تكون:‎ 





Y۲‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
e‏ تون = (b)"‏ 
ويمكن تطبيق نفس هذه الخطوات على دوال أخرى متعددة القيم . ونوضح 
ذلك في المثالين التاليين. 


)٤,٥,۳( مثال‎ 





أثبت أن : 
08b , b>0.‏ = متف | 
x” +b 2b‏ 0 
الحل 
نستخدم هنا المنحنى 7 المبين بالشكل (5,8)؛ إذن: 
logz : logz 7 12‏ 
- سس مْع11-- جك رو 21 = dz‏ 
3 نَ 4 م 2ج 0 1 
١‏ 
1 
17 
r 6‏ 0 8 
الشكل رقم .)٤,۸(‏ 
ولكن: 


| 6 +2 اك ني‎ 
° (Re 2م‎ +b? IR -b'| 


التكامل على شان ۲۳ 


وهذا ينعدم عندما ه ج 8 أو 0 بوساطة نظرية لوبيتال ( 0۲ء1 15هاذم5ه1.11)» وبا أن 





7 ir o log x dx 
—logb+— |= 
e 3 م‎ 


_ م اخاعهمظ ثم‎ de 
= ا‎ 7 dx + 7 چ ا‎ 


527 انين النتيجة المرغوبة لأن دالة التكامل الأولى دالة زوجية. 


مثال (” ره ,4) 


أثبت أن : 





o sinh ax 1 0 
1 : dx - =—tan—, -> 0 > 2 
0 sinh x 2 2 


الحل 
ينعدم تكامل الدالة عط«ذء/ “© على المنحنى 7المبين بالشكل (5.4) نتيجة 
لعدم وجود نقطة شاذة داخل 7. 


7 


0 8 A 


الشكل رقم (6,۹). 
لکن 


sinh r (Rtiy)| z |sinh rR| 
: (انظر تمرين (۲۷)ء البند (1.8)) يؤدي إلى أن‎ 


Y4‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


R+i e 
عقم‎ 
2م‎ sinh Zz 


aR 


E 
sinh rR! 








عندما ‏ + ج ۸. ولان ا هاو = 2 طهذة 2 فإن 52 طمذة/1 لبا قطب من الرتبة 1 عند 
كل المضاعفات الصحيحة للعدد 27 وعليه: 


02 


ze“ 1 











Res, — = lim— == 
sinh zz 2-°sinh zz 7Z 
و‎ 
a3 -\ az ai 
6 . (z-i 6 
Res, — = im EZ = س‎ 
sinh zz zi sinh 77 4 


وذلك باستخدام نظرية لوبيتال. بالتكامل فوق نصفي الدائرتين نحصل على : 


1 
لم سے 71 — 
و“ 4 


بالإضافة إلى التكامل الذي انعدم عندما 0ج 5. ولكن : 





sinh r (x + 7) = - sinh IX, 


ولذا نحصل على 3 
e“) 3 = dx =il-e“")‏ + )نام 





أو: 


قم 





.: dx = tan 
sinh zx 2 


ا ل النتيجة لأن دالة التكامل ف المعادلة الأصلية دالة زوجية. 


PV 1 


تمارين (5,85) 





Yo التكامل على مسار‎ 
3 a a-1 
,1-<ه<1 ,س‎ b>0 (1) 
0 (+b) sin ıu 


جا e“‏ 
تند ل رف 


0>a>-l, b>0 (Y)‏ ,ت 
be” sinm‏ +1“- 














3 ad a-1 
1 ت‎ , 1<>a>-1, 5<0 )۳( 
x +b 2c 
2 
x“dx __ 7 sin th (0 
0 x” +2xcos0+1 تصنو‎ sinê ُ 
2 a a-3 5 
ف ا‎ 0 0-( 3<a>-1, 0<مه‎ )0( 


0 2 2 270 
x +b o 








2 a 6-2 
: كك - ا‎ = c02 (1- 2) , )51( 
0 x +b 3sinm 3 2 


2>a>-1, b>0 


logzx ( 
a 7 موه‎ -1( b>0 (¥) 


“108# yy _ ab“ 





(A)‏ (طع210 sin‏ — وروم م 
x+b N 5 )‏ 0 


(O>a>-l, b>0 
FF EB ` 2005 0 


1-م أ 
)4( ا و E +logb‏ @_ ا عدهها “د ا 


1>a>-1, b>0 


|= )۱۰( 


0 sinh x 4 


5" التحليل المركب وتطبيقاته 








Sin ax 4 07‏ م 
a )1١١(‏ فيقى , - روز — = يرل 
sinh x 2 2 ˆ‏ / 
2 
o X COS @X 27 20‏ 
(۱۲) 4 حقيقي , x = —sech‏ 
sinh x 4 2‏ 
a= see, -7<a<7r (۱۳)‏ | 
cosh 2 22‏ 0 


2 
5 5 cos 
e ا 2 حم‎ b>0, (14) 


sin ab . 7a 
Sin m— 
2 


حيث عن “× ع T(a)=‏ هى دالة جاما ."gamma function"‏ 


(إرشاد للحل: كامل ”21.6 حول مسار مناسب واستخدم المتباينة 


.0 > 0> 7/2 حيث‎ cos 9<1-)--2 


1 
«sin “د‎ 0 2a 
Os 


ea 2600) 
0 59 1-م‎ 2 


(إرشاد للحل: بین أن (1  -‏ '1 = (٭) :1 + بالتكامل بالتجزيء)؟ 
d= [Tas -] ar 110١‏ 


210 برهن أن : 


1 COS 28 





2/2 7/4 
(tan 0J 46 = , ,ا-<>@۾»<1‎ 
205 


r12 
‘log tan 66 =0 


(إرشاد للحل: استخدم تمرين (۳)). 





التكامل على مسار YY‏ 


(4,5) مبدأ اختلاف الزوايا 
The Argument Principle‏ 
يوجد تطبيق آخر مفيد لنظرية الباقى لحساب عدد الجذور والأقطاب لدالة شبه 


تحليلية (دهناعصدة ieطeromorpص)‏ ونقدم النتيجة التالية : 


(The argument principle) مبدأ اخحتلاف الزوايا‎ 

لتكن (2)/= « دالة شبه تحليلية ف منطقة بسيطة الترابط6©؛ (simply connected region)‏ 
و ۲ منحنى جوردان الأملس جزئيا (ونتناه «ھ له[ s«م)‏ في © والذي يتجنب جذور 
وأقطاب (2)/. 
إذن : 


EE‏ واكك 
Jf) w 27i Br H8‏ 27 


حيث 2 و« ھی بالترتيب » عدد الجذور والأقطاب » آخذين في الاعتبار تكرارهاء 
للدالة (2) ر داخل ۷. 


البرهان 

لاحظ أن التكامل الأول يساوي عدد مرات دوران المنحنى المغلق (/) #٣‏ حول0. 
وبمعنى آخر يقيس الاختلاف في الزاوية للدالة (2/رعندما تتحرك 2 على المنحنى ۲ 
والذي يعزى إلى مسمى النظرية (انظر مثال (7,1.5) من البند .)۲,١(‏ 

إذا كان © جذرا من الرتبة ‏ للدالة (2)/» فإننا نكتب : 
(2) ور (2-4) = (2)كرحيث (2) 6ردالة تحليلية ولا تنعدم في جوار -2 للنقطة 26 وعليه : 


/)2( Kk 1 )2( 


لإ 2 


z-a f(2)‏ (غعار 





58 التحليل المركب وتطبيقاته 
وبا أن 0 ٠أ‏ تحليلية في جوار -6 للنقطة ۾» فإننا نرى أن //”/لها قطب من 
الرتبة 1 ولها باقي يساوي / عند 4= 2 . 
ومن جهة أخرى» إذا كان ۾ قطبا من الرتبة ۸ للدالة (2) /رفإن “(-2(/)2)/-(12 
حيث لا تنعدم (2) #رمرة أخرى وتكون تحليلية في جوار -& عند ه. ولذا: 
(عاا, فح )۶)2 
z-a fz‏ (2)/ 
لها قطب من الرتبة 1 والباقي (۸ -) عند © >2 . باستخدام نظرية الباقي ينتج أن : 
()£ م 1 
e =Z7-P‏ س 
1 1 27 
حيث 2 مجموع كل الرتب 4 لجذور الدالة (2)/ و هي مجموع كل الرتب م لأقطساب 
(2) ۴ الواقعة داحل اانا 
كتطبيق لبدأً اختلاف الزواياء النتيجة التالية في غاية الفائدة. 





نظرية روشيه (Rouche's theorem)‏ 
لتكن (2]/و (8)2 دالتين تحليليتين في منطقة بسيطة الترابط 6. وإذا كانت 
(2(:2)ها<(2)/| لنقاط منحنى جوردان الأملس جزئيا 7 الواقع في 6» فإن (2/ 

و(8)2 لهما نفس العدد من الجذور داخل ۲ . 


البرهان ٠‏ 
يجبر الفرض |(2) /- (8)2| < |(2/] كلا من الدالتين على ألا تنعدم على /. إذن ب 
تتجنب الأقطاب والجذور للدالة (2)// (2)ع = (7)2. إلا أننا نجد لكل 2 على : 
١٠1‏ - (©)// ©) ع) | 


التكامل على مسار ۲۹ 

إذن لا تدور (7) ۴ حول 0» وعليه يؤدي مبدأ اختلاف الزوايا إلى أن ٣)(‏ لہا 

نفس العدد من الجذور مثل ما لها من أقطاب داخل 7. ولكن هذا يناظر الجذور للدوال 
(2)ع و(2)/ على الترتيب» وهكذا يكتمل البرهان. ا 


)4,5,١( مغال‎ 

أوجد عدد الجذور للمعادلة : 

z2 + 57+1 =0 

الواقعة داخل الدائرة 1 = |2| . 
الحل 

لتكن 52 = (2)كرو1+ 52 + *2 = (2)ع إذن؛ ومن المتراجحة المثلثية نمحصل على : 

(2)يرا = |52| > 1 + “|| > |(2)/ - (2)عا 

وذلك على 1 - |۶| . وبا أن (2)/ لها جذر واحد داخل 1 - |2| فإن (2)ع تكون أيضا 


كذلك. ومن ناحية أخرى بجعل 2 = (2)/ نحصل على 
|5z +1| > 11>16 = ||‏ 


على 2= || » وهكذا يكون للدالة (2) ع أربعة جذور داخل 2 - |2| ؛ ثلاثة منها تقع في 
الحلقة 2 > |2| > 1 حيث لا توجد أصفار على 1 = |2| . 


)٤, ,ا‎ 7١ مثال‎ 

بین أن 0 = ۾ + تم - 2)» حيث 1 < »لبا جذر واحد في النصف الأيسر من 
المستوى. 
الحل 

لتكن ۾ +2 - (2) "روه + © - 2 - (2) #» ولقيم بز = 2أو 24 < ۸ = |ت| » 
حيث 0 > × ٠‏ نحصل على : 


0 التحليل المركب وتطبيقاته 


إ()/| > e“ < 1 > a‏ = |)2( £ - (2)عا 
و (2) رلا جذر واحد لا غير (عند 4- = 2) ولذا يكتمل البرهان. 


)٤, ٣,۳ ( مغال‎ 

أوجد عدد الجذور للمعادلة : 

0 2 + 22 + 37 + ترز + أج 

الواقعة في النصف العلوي للمستوى. 
الحل 

لتكن (22+1) (2+ )z‏ = 2 + 37 + 2 = (ج) رو2+ 212 + 37 + ثيز + =z‏ )8)2 
لقيم × =2 أو 2 8 - |2| » نحصل على : 

|(2) ۴| = |2+ | |1 + | > ۶+2 | = |(ع)ر- (2)ها 


وعليه فإن (2)م لہا جذران في النصف العلوي للمستوى. 


مثال (4,",5). 


أوجد عدد جذور المعادلة : 
2-0-ج5221-4- 723 
في القرص 1 > اجاء 
الحل 
إذا ضرينا المعادلة في المقدار (1 + 2) نحصل على : 
7z +227 2222-2-0‏ 
بجعل كج = رجور و2 - 22+ - 72+27 = (z)ع»‏ فإننا نجد بوساطة المتباينة المثلثية أن : 


,ا(2( = |2| 7 > 2 + |22 + 2| + 2| 2 > ا(2( - (2)وا 


اال على ان ۲۳۱ 


وذلك إذا كانت 0 <ء وع+ 1 = إتإ. إذن (2) ع لها أربعة جذور في 1 > |2|ء يؤدي ذلك 


إلى أن المعادلة الأصلية لبا ثلاثة جذور في قرص الوحدة المغلق. 


تمارين (4,5) 
أوجد في التمارين من )١(‏ إلى )٤(‏ عدد الجذور للمعادلات المعطاة داخل 
الدائرة 1 > |2|: 
)١(‏ 87+10=0+ 2 
(0) 0 = 827+3 - 2+ 2-22 
z+ 32 - 22 + 22-9 =0 ()‏ 
(£) 0= 47-1 + 72 - 'ج 
(0) كم عدد الجذور للمعادلات المعطاة في التمارين من )١(‏ إلى (5) الواقعة داخل 
2-إعا؟. 
(5) كم عدد جذور المعادلة : 
6i7 +727 - 2i2 + 2- 0‏ - 324 
التي تقع في نصف المستوى العلوي؟ 
(۷) کم عدد جذور المعادلة : 
0 = 52-5 + 107 + 52 - “ے6 ۔ تر + ے 
الواقعة في نصف المستوى الأيمن؟ 
(۸) أوجد عدد الجذور للمعادلة: 
1-0 +ع +ترة + 72+ جو 
الواقعة في القرص 1 > |2|. 
(1) كم عدد جذور المعادلة : 
z2“ + 27 - 32-32 + 6 =0‏ 


التي تقع في القرص 1 > || 


Y۲‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


: بين أن الدالة‎ )١( 





OS بح‎ ARE 
تأخذ في 1 > |2| كل قيم » التي تحقق 1 > |ء| مرة واحدة بالتمام» ولا توجد قيم‎ 
حيث 1< |ء|» وهكذا تصور (2)/المجموعة 1 >|2| تصويرا أحاديا إلى نفسها.‎ 
.)/ )2( (إرشاد الحل: بين أن 1>-(2]/|] على 1 = || وطبق نظرية روشيه على ع-‎ 

)۱١(‏ بفرض أن شروط مبدأ اختلاف الزوايا محقق»› بين أن عدد مرات دوران 
(1/ حول النقطة ۾ يساوي (م - ,2) حيث ,2 عدد قيم © من المرات للدالة 
(2ر محتويا التكرار. 

(؟1١)‏ لتكن (2)/ تحليلية في المنطقة 6 و 4 في © » افرض أن (6)/- (2)/. لها جذر من 
الرتبة # عند 2-4 . برهن أنه يوجد لقيم 0 <6 الصغيرة جدا العدد 0 <8 بحيث 
إنه لكلي في > |(ه) ٠-۶‏ | يكون للمعادلة 0 حي - (2)/ بالضبط #۸ من الجذور 
في > | - 2| . 

(1) استخدم نتيجة تمرين (11) لبرهان أن الدوال التحليلية غير الثببدة تصور 
المجموعات المفتوحة إلى مجموعات مفتوحة» واستخدم هذه الحقيقة لتحصل 
على برهان مباشر لمبدأ القيم العظمى „(maximum principle)‏ 
(إرشاد للحل: بين أن النقط الداخلية تصور إلى نقط داخلية). 

09 استخام نظرية روشيه لبرهان النظرية الأساسية للجبر 


.(fundamental theorem of algebra) 


التكامل على مسار ۳ 
ملاحظات 
البند )٤,١(‏ 
يمكن أن تعمم النتائج في هذا البند بسهولة إلى منحنيات مغلقة ملساء جزئيا 
ف © .)pws closed curves)‏ إلا أنه ف أغلب التطبيقات تكون ۲ منحنى جوردان . 
وعليه» فإن هذا الفرض الإضافي لم يساعدنا في تبسيط نصوص النظريات ولنص أكثر 


عموماء انظر [147-151 .مط ,4] . 


البنود من )٤,۲(‏ إلى (5,6) 

ربما لاحظ القارئ أن عدد التكاملات التي تعتمد على متغير أو أكثر من متغير 
اختياري » يمكن أن تأتي بواسطة التفاضل أو التكامل لتكاملات أخرى بالنسبة إلى 
هذه المتغيرات الوسيطة (5تعاء:ة,هم)» ومن ذلك على سبيل المثال: التمرينان )١(‏ 
و(؟) بالبند (5,5)» المثالان (5,,1) و(۳,۲,٤)‏ بالبند (5.7)» والتمرينان (۸) 
و(4) بالبند »)٤.۳(‏ والتمرينان (0) و(5) بالبند »)٤,٤(‏ والتمرينان (۳) و(0) بالبند 
»)٤.٥(‏ وهناك شرط كافي لتحقيق هذه الخطوات هو التقارب المنتظم للتكامل على 
فترة التعريف للمتغيرات الوسيطة. ويمكن أن توجد النظريات المناسبة والبراهين في 
أغلب كتب التفاضل والتكامل المتقدمة. مثال ذلك أنظر [204-212 .م3 ,8]. وهذه 
الطريقة عادة ما تكون أيسر من حساب التكاملات بواسطة طريقة الباقي. 


)٤,( البند‎ 


رعا تعمم هذه النتائج إلى منحنيات مغلقة ملساء جزئياء انظر [151-153 .مم ,۸]. 


الفصل الحامس 


الدوال حاقظة الزوايآا 
CONFORMAL MAPPINGS‏ 


)١,١(‏ اعتبارات هندسية 
Geometric Considerations‏ 
دعنا نبحث التغير في الميل لقوس أملس يمر بنقطة 2 تحت تأنير الدالة (2) =f‏ بد 
عندما تكون ۴ تحليلية عند م2 و 2(±0)'. 
فإذا كانت 0) 2 = 2 : /ز و م2 = (0) 22 هو هذا القوسء فإن ميل المماس عند 20 





هو: 

tan arg 2')0(‏ = 2 3 ف 
وصورته (0)) ۶=« : (7)/» لها المماس عند (20) الذي يساوي ميله (©) ۷ ع۲ ھا 
ولكن بوساطة قاعدة السلسلة نجد أن : 


arg w'(0)arg[/'(z0)z'(0) = arg f'(z2,) + arg 2(0)‏ 
إذن» يساوي التغير في الاتجاه المقدار الثابت (20)”/ 3158 "مستقلا عن القوس المختار. 
وهكذاء تحفظ الزاوية المكونة بوساطة المماسين لمنحنيين أملسين متقاطعين عند 20 تحت 
تأثير الدالة (2) f‏ = « نتيجة لتغير كلا الاتجاهين بنفس المقدار (انظر الشكل رقم 
(2»). (تسمى الدالة التي تحفظ قيمة الزاوية واتجاه دورانها "بحافظة الزوايا")» 
وبذلك نكون قد برهنا النظرية التالية. 


0 


۲۳٢‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


إذا كانت (2)/ تحليلية في منطقة ©» فإن (2)/ > « دالة حافظة للزوايا عند كل 
النقاط ,2 من © والتى عندها 0 + (,2)'/ر 


f(y2)} 





(zo) 


0 0 


الشكل رقم (8,1). دالة حافظة للزوايا عند ,2. 


مثال ١, ١١‏ ,ه) 


الدالة © = س حافظة للزوايا عند كل نقاط ©» لأن مشتقاتها غير معدومة. 
وتصور الدالة الجزء الحقيقي من المستوى -2 إلى الأعداد الحقيقية الموجبة في المستوى ٠«-‏ 
ويصور احور التخيلي في المستوى -2 على دائرة الوحدة بالتكرار في المستوى -« لأن 
.1 = || وهكذا تنقل الزاوية القائمة بين الحورين في الربع الأول من المستوى -2 إلى 
الزاوية القائمة بين احور الحقيقي الموجب ودائرة الوحدة في الربع الأول من المستوى 
-« (انظر الشكل رقم (0,7)). 





المستوى - س ا مستوى - 2 
الشكل رقم (؟,8). الدالة الحافظة للزوايا تم حوور 








الدوال حافظة الزوايا YY‏ 


لتكن (2) رد برا دالة حافظة للزوايا في منطقة © تحتوي على النقطة 2. اعتبر 
تأثير هذه الدالة على قرص متمركز عند 20 وواقع في © (انظر الشكل رقم (0,7)). 





الشكل رقم (,ه). تصوير قرص له المركز 20. 


وقد حفظت الزوايا بين الأقطار على الرغم من أن قيمة أطوالها لم تحفظ. 
ولكنء وبما أن: 
تالكا ين - زمر 


|2 - 2| ده 
فإن الأقطار تكون خاضعة تقريبا لنفس التغير بالمقياس |(,2)'/| عندما يكون نصف 
القطر صغيرا» وبصورة تقديرية» فإن الدوائر الصغيرة حول 20 تصور إلى دوائر صغيرة 
حول (20) ۴ وتتغير في مقياس الرسم بمقدار |(20)'/|. وأكثر من ذلك› يشير هذا إلى أن 
الدالة أحادية حليا. بالرغم من أنه ليس من الواضح معرفة سلوكها بشكل كلي. فعلى 
سبيل ا مخال © = (2)/ أحادية نحليا لأن 0 * e‏ = (2)'ر » ولكن (271) - (0) کے 
وعليه فإنها ليست أحادية على ©. 

تكبر الزوايا عند كل النقط التي ينعدم عندها الاشتقاق. مثال ذلك )z( =z‏ ۶ لہا 
مشتقة لا تنعدم عند نقطة الأصل. وبما أن 1 = (1-) - (1) / و1 - =( f‏ = () £ › 


2 


فإن الزوايا القائمة بين ا لحاور تصور إلى زوايا مقدارها °۸١‏ وهذا التضاعف في الزوايا 


۳۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


ag‏ روود لوي 


مرتين ويبرر تقديم النظرية التالية. 


نظرية 

لتكن (2)/ دالة تحليلية في منطقة © تحتوي على النقطة 2 والتي للدالة (2) / 
عندها جذر من الرتبة ۸ . إذن الزوايا عند 20 تتضاعف بالمعامل 6+1. 
البرهان 

يمكن كتابة (2)ع “(,2- 2) = (2)”/ حيث ع تحليلية ولا تساوي صفرا في 
جوار -2 للنقطة 20. وهكذا تنعدم الحدود (,2) "ل ,...,(2)/ و (م2)'/ كلها في 
فة اور للدالة ريع رون مكرك زلور لدا مره 


A CT 
/)2(- و (,2-2) الدع + +(معار‎ 


ويؤدي ذلك إلى أن 


rl/E)= -المعار‎ (t+ Yaaa, )+ a ليك‎ 


تقارن العبارتان الأوليتان الزوايا بين الاتجاه الأفقي والمتجه المرسوم من (20)/ إلى (2] 
ومن 20 إلى 2 . إذا كانت 2 تؤول إلى 20 على امتداد متجه ثابت يصنع زاوية6 مع 
الاتجاه الأفقي فإن الزاوية للمتجه من (20) إلى (2) رمع الأفقي تؤول إلى: 

۲)2) 

k +190 + arg) للب‎ 

!)1+( ا El‏ 
والزاوية الأخيرة مستقلة عن 0. إذن تتضاعف الزاوية بين المماسين للمنحنيين 
المتقاطعين عند 20 بالمعامل 2+1. 8« 


الدوال حافظة الزوايا ا 

متال (۲ ١,‏ ,ه) 
الدالة z‏ و0ه-1- س شاملة عتتاهء وحافظة للزوايا إلا عند الجذور ...,2 5,3 ± ,0 
للمشتقة 2 هذه = '(2 05 - 1). ولفحص سلوك هذه الدالة عند 0 = »z‏ لاحظ أن 2 هذه لها 


جذر من الرتبة الأولى عند 0 < 2 : 


2 ُ2 2 58 
.سد [ج ...ا سدا ميد 2ت 81112 
!3 5 31 
وتؤدي النظرية السابقة إلى أن 2 ١ه-1=‏ « تضخم كل الزوايا عند 0 = 2 بمقدار 
الضعفين. لاحظ في شكل (2,5) أن الزاوية القائمة بين حوري الإحداثيات في الربع 
الأول نقلت إلى زاوية مقدارها "180؛ لأن 0 < + ومه - 1 عندما تكون ۸/2 > > 0 


و0 > ر cos iy = 1- cosh‏ - 1 عندما تكون 2/2 > بر > 0. 





الشكل رقم .)١,٤(‏ السلوك الحلي للدالة ج وه - 1 ع س عند 0 = 2۾ 


ورجوعا إلى الخواص الكلية ([ه6ه1ع) » قحا الممقول أن ان مقن تر منطقة 
معطاة © تصويرا حافظا للزوايا فوق منطقة 8 ؟ والنتيجة التالية› التي برهانها يتجاوز 


مستوى هذا الكتاب نتيجة أساسية في هذا الاتجاه. 


(Riemann mapping theorem) نظرية التصوير لرعاك‎ 

لتكن 20 نقطة ما في منطقة بسيطة الاتصال (C (0 (simply connected region)‏ 
إذن توجد دالة تحليلية أحادية وحيدة (2) ۶=« تنقل © إلى القرص 1 > |۷| بحيث إن 
0 >-20)/ و20(<0)/. 


4" التحليل المركب وتطبيقاته 
افترض الآن أن © و۸1 منطقتان بسيطتا الاتصال مختلفتان من ©. 
تؤكد النظرية وجود دوال تحليلية ع و/تنقل كلا من © و4 إلى قرص الوحدة. وعليه 
ام أحادية تأخذ © إلى . وإذا تمكنا من أن نبيّن أن ”ع» (وعليه الدالة المركبة /اع), 
دالة تحليلية » فإننا نمحصل على دالة حافظة للزوايا من © إلى ٨1‏ مبرهنين على أن "أي 
منطقتين متصلتين بسيطتين مختلفتين من المستوى» يمكن أن تصور إحداهما إلى الأخرى 
تصويرا حافظا للزواياء وبا أن ع دالة حافظة للزوايا (فإنها أحادية وتحليلية) وعليه فإن 
ع كذلك أيضا وتبين نظرية الدالة العكسية لحساب التفاضل والتكامل (انظر 
[278 .2 ,8]) أن ع لها مشتقات متصلة من الرتبة الأولى؛ وتحقق معادايت كوشي - 


ريمان لأن: 


إذن الدالة “ع تحليلية. 

ويؤدي الشرطان 0 > (20)/و 0 < (م2)'/ إلى أن صورة أي قوس أملس يمر 
بالنقطة يكون لبا نفس الميل عند 0 مثل ما للمنحنى ١‏ عند 2ء لأن 0 - (,2)' رعة. 
و يكيو هذا قا وذكده تعديل ود امهو من وحود قلاف درجاك من الخرية 
لار الدالة :ور امات ورعن الصاداك ا والتغير في اتجاه الزوايا. وإذا 
رغبنا في تغيير الاتجاه بزاوية 0 › فإننا نحتاج إلى ضرب الدالة في الثابت الذي مقاسه 
الوحدة 6ع لا غير. 

على الرغم من أن نظرية ريمان للتصوير تؤكد وجود تقابل حافظ للزوايا من 
المنطقة المعطاة إلى قرص الوحدة» فإنها لا تبيّن كيف نوجد هذا التقابل. ويمكن أن يمثل 
بناء الذالة اصعوية عظينة 





الدوال حافظة الزوايا ۲٤١‏ 


ك الق من هذا لقصل لا عضن الدوال حافظة الووايا المحينة وتطبيعاتها 


تمارين )8,١(‏ 
بيّن في التمارين من )١(‏ إلى )٤(‏ أين تكون الدوال حافظة الزوايا: 
)١(‏ مح بير (؟) صل ع بر 
w= 1/2 (TY)‏ (£) 22ج د بر 
صف تأثير كل من الدوال المذكورة بالتمارين من (0) إلى (۸) في الزاوية القائمة 
بين حوري الإحداثيات بالربع الأول : 
w=z-sinz )5( w= Z7 sin z (0)‏ 
-z (¥)‏ تم ح بير w=e” —cOosz (A)‏ 
(4) بين أن الصورة تحت تأثير الدالة 2 = « للدائرة ” = | - 2| و0 < ٣هي‏ منحنى 
القلب 50104ده الذي معادلته القطبية هي @ وم + 1( 22 دم 
)3١(‏ وضح أن الدالة 1/2 + 2 = « تصور الدوائر ٣‏ = |2| إلى القطاعات الناقصة : 


2 2 


ب 4 Xx‏ 
ا 0 1 
7 
r 2‏ 
() إذا كانت (2)/- ما دالة تحليلية ؛ بين أن محددة التحويل هذطهه12 تحقق : 


۶2( اد (u,v)‏ 
(2)/ |= ا 


)١١(‏ لتكن (ر) بخ+ (ر») » = (2) ر دالة حافظة للزواياء ولہا مشتقات متصلة من 
الدرجة الأولى ر« ,ولا ,ا , ا في المنطقة ©. بين أن  )2(‏ تحليلية في ©. 


(إرشاد للحل: بين أن معادلتي كوشي وريمان تتحققان).. 





YEY‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


9 ر التصودر ا شاک أن ی وا ی اک 
البسيط المتصل © تصويرا حافظا للزوايا إلى قرص الوحدة؟ 

© تكون المنطقة © محدبة («2070) إذا كانت القطعة المستقيمة بين أي نقطتين في‎ )١5( 

تقع في ©. برهن نظرية نوشيرو . وارشافسكي (ه«وطدية»-متنطهه!0): افترض 

أن (2) = س تحليلية في منطقة محدبة ©. 
إذا كانت 0 < ۸e /')z(‏ لكل في 6»: فإن أحادية في © . 
(إرشاد للحل: عبر عن (22) ر - (2) ر كتكامل). 

)١15(‏ استخدم التمرين )١5(‏ لإثبات أنه إذا كانت / تحليلية عند 20و 0 = (2)”/ر » فإنه 


يوجد جوار للنقطة 20 تكون فيه/ أحادية. 


(8,7) التحويلات الكسرية الخطيّة 


Linear Fractional Transformation 
يُعطى أبسط نوع من الدوال الحافظة للزوايا وأهمها باستخدام التعبير:‎ 
w= ا‎ ad-bc عد‎ 0 
لدي‎ 
و4 ثوابت مركبة. وتسمى مثل هذه الدالة بتحويل كسري خطي.‎ © «<b 20 حيث‎ 
يمنع مشتقتها.‎ ad - والشرط 0 «دء8‎ 


0 ad - bc 
(cz +d) 
2 من الانعدام» وخلاف ذلك تكون الدالة ثابتة. ويمكننا الحل بالنسبة إلى‎ 
6 





5 


CW—ad 








الدوال حافظة الزوايا 


tr 
وباستخدام المصطلح © = /4-) ٠و عله = (0) ينتج أن ۷ تصور * (كرة ريمان)‎ 


بشكل أحادي إلى نفسها. وأكثر من ذلك تكون الدالة حافظة للزوايا باستثناء النقطتين 
6 - - ج و م = ج لأنه عند هاتين النقطتين تكون م = س أو 0 = 'س. 








مثال (١,7,ه)‏ 
اعتبر التحويل الكسري الخطي : 
2-1 
2+1 
أوجد صورا للنقاط ه» 21- و:. ما النقاط التى تكون صورها على الترتيب ©» 1 و0؟ 
الحل 
لدينا : 
:3-4 21-1- . ۔ 22 i-11-i‏ . 
س : ج [2- و = و1 
i+1 1-i 2 -22+1 5‏ 
وبكتابة : 
(1/2) -1 


,سس 
)1/2( +1 
فإننا نرى أن صورة © هى 1. ولإيجاد النقط التى صورتها 0ء نلاحظ أن 1 = 2 تجعل 


البسط ينعدم في الطرف الأيمن من التحويل الكسري الخطي. إذن 1 تصور إلى 0. بالمثل 
عند 1- ينعدم المقام› وعليه صورة 1- ھی 060. 


تحصيل تحويلين كسريين خطيين هو تحويل كسري خطي» لان : 


p0‏ + هه 
(aa +br)z + (a8 + bS)‏ _ م 1 


12+ ل‎ 
(ca + dy)z + (c8 + d8) 


E +d 
2+0 











E‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


(aa +by) (cû + do) - (a2 +bo) (ca +dy) = (ad-bce) (aö- A) #0‏ 
وأي تحويل كسري خطي هو تحصيل لأربعة أنواع خاصة من التحويلات التالية : 


2 بير‎ =z +0 الانسحاب:‎ )١( 
عدد حقيقى.‎ 6 Ww = ع‎ ۶z الدوران:‎ )۲( 
k>0. مر‎ - ۸z التكبير:‎ )۳( 


)€( الانعكاس : 2 د = Ww‏ 


وإذا كانت 0× ٥ء‏ فإننا يمكن أن نكتب : 


az +b bc —ad 0 


- DE E 

cz +d 0 cC 
c | z+ 
€ 


وهذا يوضّح أن التحويل يمكن أن يتألف من انسحاب بالمقدار 4/6؛ متبوع بدوران 


بالكمية ¥ , وتكبير |٤|‏ › ثم انعكاس » ودوران» وتكبير وانسحاب. 
إذا كانت 0 = » فإن : 
az +b 0 3‏ 
باعي م اعوج حتت 
d d 0‏ 





مثال (7,١,ه)‏ 
أوجد التحويل الكسري الخطي الذي يصور الدائرة 1 = 4 - 2| إلى الدائرة 


2= |1 سل 





الدوال حافظة الزوايا Yo‏ 
الحل 


اعتبر المتتابعة من التحويلات الكسرية الخطية الموضحة في الشكل (0.0): 
انسحاب 2-27 - 6. 





المستوى - ب المستوى - به ا مستوى -© المستوى - 2 
الشكل رقم (9,9). 


متبوع بالتكبير 24 - 2 ويليه انسحاب آخر 0+1 w=‏ وتحصيل هذه الدوال 
الثلاث هو: 
1[ +2)2-72 -26+1 -<1 لدم w=‏ 


ع 


أو: 
w= 22+)1-27‏ 

ويصور هذا التحويل الكسري الخطي 1 = | - | إلى 2 > |1 + مر . 

لام الانعاسية المدويلات إل اف ي تم ر الدواكل إلى داف 
. تقابل الدائرة في 1# دائرة أو خطا مستقيما في © , وذلك مثل الخطوط في المستوى 
تقابل دوائر تمر خلال © على كرة ريمان (انظر البند (۳, .))١‏ وهندسياء واضح أن 
الانسحابات والدوران تحمل الدوائر إلى دوائر. وقبل أن نعتبر التحويلين الأخيرين › 
لاحظ أنه يمكن كتابة الخط 8 + × © مها = بر على الصورة : 


.<01 ,0 005 ع © xsin‏ - 0 ووه بر - ع 10-هز Re‏ 








٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 

التكبير ۸2 = نل يصور (وذلك بالتعویض) الدوائر ۲ = |ہ2- | إلى الدوائر م = ہ۸2 - | 
والخطوط » = (22) 36 » إلى الخطوط 6# = (سw‏ نه) 8e‏ حيث 1 = ے|» © حقيقي. 
وتحت تأثير تحويل الانعكاس» تحقق الدائرة (0 <) ۴= |20 - 2| التالي : 


تمد 22 286 | ,دواع ”|2 |= تب ةزوج - عد 0 





1 2 
+z | E Re لاوج‎ (1) 


وإذا كانت =١‏ إم2|» تدل على الدائرة المارة بنقطة الأصل » فإننا حصل على المعادلة : 
2# 26 - 1 ے0 


“نمدا 


التى تعطى الخط > = Rezo»)‏ المار إلى ©. إذا كانت ١‏ < |مداء فإن نقطة الأصل لا 


(2) 


تقع على الدائرة» وعليه بضرب المعادلة (1) في القيمة غير الصفرية (72 20)/ اء 





وهي دائرة. وهذه الخطوط تصور إلى دائرة مارة بنقطة الأصل ونتبع عكس الخطوات 
لنصل إلى المعادلة (2). 

وبا أن أي تحويل كسري خطي هو تحصيل لبذه التحويلات الخاصةء فإننا 
نكون قد برهنا النظرية التالية. 


نظرية 








الدوال حافظة الزوايا EV‏ 


مثال )٥,۲,۳(‏ 
صور تقاطع القرصين 1 > |1- 2| و 1 > |1- | تصويرا حافظا للزوايا فوق الربع 
الأول. 
الحل 
بما أن الدائرتين 1 = |1 - 2| و1 = | - | تتقاطعان عند النقطتين 0 وة + 1ء فإننا 
نوظف الدالة : 
2 


التي تنقل 0 إلى 0 و 1+7 إلى » وتصور الدوائر إلى خطوط مستقيمة عمودية (كل 
منها) على الآخر عند نقطة الأصل» لأن الدالة حافظة للزواياء وخطوط التماس 
للدائرتين متعامدة عند 0 = 2. وبا أن : + 1 = (2)ي و1-=(2/(+1)) ي» فإن الخطين 
“لبما ميلان متساويان 1 في المستوى سي ويناظر التقاطع المجموعة 7/4 > |« - $¢ arg‏ 
(انظر الشكل رقم (0,5). والدوران: 


010114 
E 


ع 3714 _ 
E)‏ نون 


يعطى الدالة المطلوبة. 








المستوى - س المستوى 4 المستوى -2 


الشكل رقم (8,5). 


4۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


مثال ٤(‏ ,۲ ,ه) 


صور نصف المستوى الأيمن إلى قرص الوحدة 1 > |ت| ليصور العدد 1 إلى نقطة 





الأصل. 
الحل 
لاحظ أن الدالة الموجودة بمثال (0,7,1): 
7-1 
3 - 
G3)‏ 7+1 


تنقل 1 إلى 0» 0 إلى 1- و 0 إلى 1-. أكثر من ذلك» تصور 1 إلى نفسيها (تسمى مشل 
هذه النقاط نقاطا ثابتة (sاصذمم‏ 5:64) للدالة (3)). ولأن الدائرة تتعين بثلاث نقاط » فإن 


احور التخيلي يصور إلى دائرة الوحدة (انظر الشكل رقم .))٥,۷(‏ 





الشكل رقم (لاره). 


مثال (5,”ره) 
أوجد عدد الجذور للمعادلة : 
11z 10z - 427 + 10z +9 =0‏ - (2)م 
الواقعة في نصف المستوى الأيمن. 





الدوال حافظة الزوايا أن ٤‏ ۲ 


الحل 
با أن التحويل (3) يصور نصف المستوى الأيمن إلى قرص الوحدة:» فإنه 

بالتعويض بالدالة العكسية : 

1+w 

1w 
: نحصل على المسألة المكافئة لإيجاد عدد الجذور للمعادلة‎ 

0ع 1 + g(w) = wî + 3W + 8W -2w‏ 
الواقعة في 1 > |«|ء ولتكن 8# = («) ر » إذن 
w= ۴)‏ 8 > 7 > |(سمكر- (سمعا| 

على 1= |«اء وتؤدي نظرية "روش" إلى أن (2) م لہا جذران في نصف المستوى الأيمن. 





2= 


تمارين )٥,۲(‏ 
في التمارين من )١(‏ إلى »)٤(‏ صف صورة المنطقة المشار إليها تحت تأثير الدالة 
المعطاة : 
(۱) القرص 1 > || » (1 + 2) /(2-1) Ww =i‏ 
(۲) الربع 0 < × و0<بن (1(/)2+2- ع) w=‏ 
() القطاع الزاوي ۸/4 > |2 8ة| » (2-1) =z/‏ بر 
(5) الشريحة 1 > +« > 20 (2-1)/ دنر 
(5) أوجد عدد الحذور للمعادلة : 
0= 202-1 + ”627 + 202° - *112 
الواقعة في نصف المستوى الأيمن. 
(5) كم عدد جذور المعادلة : 
38z + 7 =0‏ + 2ج56 + 17z* + 26z‏ 


0۰ التحليل المركب وتطبيقاته 


الواقعة في الربع الأول؟ 

(۷) باستخدام الدالة الأسية صور المنطقة الواقعة داخل 2 = |2| وخارج 1 - |1 - 2| فوق 
نصف المستوى العلوي. 

(۸) صور المنطقة 1 > |1 - 2| و 0 > z‏ "1 فوق نصف المستوى العلوي. 

(۹) صور القطاع 2/4 > |2 عتنة| فوق المجموعة 1 > |« |۸٤‏ و0 < س ص1. 
(إرشاد للحل: استخدم دالة الجيب). 


(8,5) مبدأ التماثل 
The Symmetry Principle‏ 
إذا أعطينا ثلاث نقاط :2 , :2 , 21 في فإنه يوجد تحويل كسري خطي ينقلها 
إلى »» 1 و0 على الترتيب. وإذا كانت © ليست واحدة من هذه النقاط » فإن التحويل 
يعطى بالنسبة المتبادلة (60ة: وومتن) : 


2 (2-22, -2,( 


w= 5‏ 
(,2- و)(, -2) 
وتصيح: 
2-2 2-2 و2 - ر2 
£ 9 
ود و2-2 و2 - Zz‏ 


إذا كانت :2 أو د2 أو و2 = ©. إذا كانت *« تحويلا كسريا خطيا آخر له نفس الخواص»› 
فإن دالة التحصيل س *«س تحفظ النقاط ©, 1 و 0 ثابتة. وعليه يكون لدينا تحويل 
0 


1 ad-bc #0, 
cz+d 





: يحقق المعادلات‎ 
0=bld, 1=(a+b)/(c+d, o=alc 





الدوال حافظة الزوايا Y1‏ 


ولكن 0= © = م و4 = » تؤدي عند ذلك إلى 1 = س *س » دالة الوحدة. إذن 
ببر ع بر وعليه فإن « هي التحويل الكسري الخطي الوحيد الذي يصور ,2»؛ 2 وو2 
إلى 0> 1 و مه على التوالي. 

وبما أن الدائرة تحدد بثلاث من نقاطهاء فإننا يمكننا الآن وبسهولة حساب تحويل 
كسري خطي يحمل دائرة معطاة بالمستوى -2 فوق دائرة معطاة بالمستوى -«. نختار ثلاث 
نقاط ,2»ء :د رد على الدائرة الأولى وأخرى «١ ٠۷,‏ و« على الدائرة الثانية. إذن : 


(w- w, (w» - ۷ ( _ (2-22 (و2-‎ 
(w- w, Jw» -( (2-2, (2 -2,( 


تصور إ2“ 22 و 23 إلى CW‏ ولاق ونلا ) والطرف الأيمن من المعادلة يصور ,2» 22 و 23 


إلى0» 1 و والعكس للطرف الأيسر يصوره 0: 1 و © إلى ,۷ ۷2 و ونلا . 


مغال ١١‏ ,۳ ,ه) 
أوجد التحويل الكسري الخطي الذي يصور النقاط 1 7 و1- إلى النقاط 2» 3 
و4 على التوالي. 
الحل 
بحل المعادلة 
(w-2)3-4) _ (z2-1(i+1)‏ 
(w-43-2) (z+1(i-1)‏ 


في « نحصل على :. 
(2-4i)z + (2 + 4)‏ 
W=‏ 
(-i)z+(1+i)‏ 
النقطتان « و 7 متمائلتان بالنسبة إلى ا حور الحقيقي. ويمكننا أن نعمم هذا 


المفهوم إلى أي دائرة © في 7#. 





YoY‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


التقطنان 2 و*2 متماثلتان بالنسبة إلى الدائرة ©: في المستوى -2 الممتد 
(0هام 064مع»ت) إذا وجد تحويل كسري خطي 1 يصور ١‏ إلى احور الحقيقي ويحقق 
.W (2) = w (z*)‏ 
ربما يظهر ومن النظرة الأولى» إن التماثل بالنسبة إلى © يعتمد على التحويل 
«» ولكن إذا كانت *« تحويلا كسريا يصور أيضات إلى امحور الحقيقي؛ فإن 
م “بد حي يصور الحور الحقيقي إلى نفسه. وعليه يكون له الشكل : 
(مه- aa‏ -م) _ (ية- bı Xb»‏ - £( 


(£ —b, Kb, -b,) (w-ay a, ~4, ( 


aw+ GB 


w+’ 
: وة الحقيقية وعليه‎ ١ »8 »» لقيم‎ 
w*(z2)= ((ع)س)ي‎ - ¢(w(z))= ¢(w(2*))= w* (2*), 
والتماثل مستقل عن التحويل المستخدم. وأكثر من ذلك أن "التماثل يحفظ تحت تأثير‎ 
© اوت الخطية الكسرية"ء لأنه ا انعو رانين بالنسبة إلى الدائرة‎ 
و*« أي واحدة من هذه التحويلات» فإن (2)* و(*2)*« متمائلتان بالنسبة إلى‎ 
تحت تأثير الدالة أ*«»» وتسمى هذه ا ةا سان" ش‎ «0 
0 00000 
,#ره)‎ 7١ مثال‎ 
.2 + 1| > 1 أوجد النقطة التي تماثل النقطة : بالنسبة إلى الدائرة‎ 





الدوال حافظة الزوايا YoY‏ 


الحل 
أولا نحتاج أن نوجد التحويل الكسري الخطي للدائرة 1-/2+1| على المحور 
الحقيقى والاختيار للنقاط 20 1+7- و 2-2 لتصويرها إلى 20 1 و © يعطى التحويل : 


- 2 


2 +2 
الذي ينقل : إلى 5 / © - 2) = س . إذن 2+1(/5) - 77 والدالة العكسية : 


- 21 








8 دم 
7 + بر[ 


تنقل ٠‏ إلى 2-12 وهكذا شبد 


مثال (۳ ,۳ ,ه) 

أوجد العدد » (<1) بحيث يوجد تحويل خطي كسري يصور نصف المستوى 
الأيمن محذوفا منه القرص © > |2-1| إلى الحلقة 2 > إس| > 1. 
الحل 

نبدأ بإيجاد نقطتين 2 و 20 متمائلتين بالنسبة إلى كل من احور التخيلي والدائرة 


ه > |1- 2ء بدوران احور التخيلي بزاوية ”90 نجد أن : 


وو - ,12 - IZ;‏ 
لتصبح 70~ = 20 .يبعطى التحويل الكسري الخطى الذي يصور 1-4»› 1+7 وه+1 إلى 


26 1 و0 بواسطة : 








2 التحليل المركب وتطبيقاته 


1 2o - (1+ a) 5-6 2, + (1+ a) 

7, -)1- )۾‎ 7o + 1-a) 
20< 0 والتى نحصل منها على 0< 4 -1= 77 » إذن 20 حقيقية» ويمكن أن نفرض أن‎ 
ولأن ,2- - 25 تؤدي إلى أن ۷/1-4 = ,2 . وبمبدأ التماثل»ء تنقل الدالة‎ 


م النقطة م2 إلى 0 و 20- إلى ه» وتصور ا حور التخيلي والدائرة » 5 |21 


و2 +2 
إلى الدوائر المتمركزة عند نقطة الأصل. با أن 1 > (6) ي) و 


(+ a)- zo (+ a)- zo _1- 20 2 
ع2-(ه+]) ,2+(ه+])‎ 4 1 


¢+ a)= 





فإن التكبير بالمقدار 2 = (4/)1-20 يعطي 4/5 - © و 
لح إود هدم 
2+4 
تمارين (8,7) 
أوجد التحويل الخطي الكسري الذي يصور النقاط :+ 1,1,1- على التوالي» 
إلى النقاط المعطاة في التمارين من )١(‏ إلى (5) : 
0,1,6)1١(‏ (0) 1,0,0 
)2,3,4 (5) 0,1,2 
(5) هل 7=« تحويل خطي كسري؟ 
(7) بين أن أي أربع نقاط يمكن أن تصور بواسطة تحويل خطي كسري إلى النقاط 
1ء 1-» ۸ و)- حيث تعتمد ۸ على النقط الأصلية. 
أوجد النقاط المتماثلة للنقطة :3+4 بالنسبة إلى الدوائر المعطاة في التمارين من (۷) 
إلى (9): 





الدوال حافظة الزوايا Yoo‏ 


)¥( 1= عا (A)‏ 1 =|1- جا )4( 11-2- 2| 
)٠١(‏ صور دائرة الوحدة إلى نفسها بشرط أن تنقل النقطة e‏ إلى 1 و1>زها. 


(إرشاد للحل: صور *» إلى ©). 
)1١(‏ أوجد التحويل الكسري الخطي الذي يحمل 1 = |2 إلى 3 = |1 - 2إء النقطة 
1- إلى 0 و0 إلى 21. 
(؟١١)‏ أوجد تحويلا كسريا خطيا يحمل 1 = |2| و3 = |1 - :| إلى الدوائر متحدة المركز. ما 
النسبة بين الأقطار؟ 
١1‏ ) حل تمرين )١١(‏ للدائرة 1 > إz|‏ و2 > 2 101آ. 
(14) برهن على أن كل دالة حافظة للزوايا للقرص فوق الآخر تعطى بوساطة تحويل 
كسري خطي. لماذا يؤدي ذلك إلى وحدانية الدالة في نظرية التصوير لريمان 
mapping th.‏ Riemann؟‏ 
(إرشاد للحل: استخدم تمهيد شفارتز › التمرين (۳)» البند (5,5)). 
)٠١(‏ افترض أن *2 تماثل 2 بالنسبة للدائرة ۸= |إه- | برهن على أن : 
R‏ - (2 -2)(م- *ع) 
)١١(‏ استخدم نتيجة التمرين )٠١(‏ لتحقيق أن التركيب الموضح بالشكل (0,8) يمكن 
أن يستخدم لمعرفة النقاط المتماثلة بالنسبة للدائرة. 





الشكل رقم (۸ .)١,‏ التركيب الهندسي لنقاط التمائل بالنسبة للدائرة ۸ = أه - :|. 








Y0 .‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


٤(‏ ,ه) تحصيل الدوال الأولية الحافظة للزوايا 
Composition of Elementary Conformal Mappings‏ 


برهنا في البند (0,1) على أن الدوال البسيطة €› 2 2605 2 مزق 2 108 و “ع 
هي دوال حافظة للزوايا في مناطق تعريفها حيث مشتقاتها الأولى لا تنعدم. وسنوضح 
في هذا البند كيف يمكن استخدام تحصيل هذه الدوال مع التحويلات الكسرية الخطية 
لتصوير مناطق معينة فوق بعضها تصويرا حافظا للزواياء وتشابه الطريقة التي 
سنستخدمها لتجليل الدالة تلك المستخدمة في المثالين (؟,0,7) و(0,7,7) بالبند 


.)0,۲( 


مثال )٥,٤,١(‏ 
أوجد دالة حافظة للزوايا تنقل الشريحة اللانهائية |1۳١ 2| > ٨/2‏ إلى قرص الوحدة. 
الحل 
٠‏ إذا طبقنا الدالة حافظة الزوايا © = 4 على الشرية اللانهائية ۸/2 > |2 لاء 
نحصل على نصف المستوى الأيمن 0 <4 26 لأن : 
1= "° و e71? = +e"‏ 
ويؤدي مبدأ التماثل إلى أن الدالة : 
1 


التي تنقل 1-» 0 و1 إلى ه» 1 و 0 يجب أن تصور احور التخيلى إلى دائرة الوحدة . 
إذن فإن التحصيل ((2) 6)) ددا = بورنحيث : 
2 “م +1 I+‏ 


يصور الشريحة 5/2 > |2 1۳| إلى قرص الوحدة (انظر الشكل رقم (0,5)). 





الدوال حافظة الزوايا Yo¥‏ 





المستوى - ناد ا مستوى - © 
الشكل رقم (9,ه). 


مثال 5,7١‏ ,ه) 

صور نصف الشريط اللانهائي (0 < 2 :1 ,۸/2 > |2 26 | :2) = ل تصويرا حافظا 
للزوايا إلى الربع الأول. 
الحل 

الدالة 2 هذه = ي تصور / إلى نصف المستوى العلوي لأن (بالنظر للبند (۸ )١,‏ : 

s+ £+) =| Joost y =+cosh y, 

تؤدي إلى أن 1 < برطومه = |( + ۸/2 ±) هنو بينما 1کا| × صةة| لكل 2/2 كا | . 
ولكن الدالة ي =« تصور نصف المستوى العلوي إلى الربع الأول لأن الجذر 
التربيعي ينصف الزاوية» وعليه فإن 2 «ذو/ه =« هي الدالة المرجوة . 


مثال (”, 4 ,ه) 
صوّر نصف المستوى الأيمن محذوفا منه الخط 0= بر ,1 < × : 2) إلى نصف 


المستوى العلوي. 


0 التحليل المركب وتطبيقاته 
الحل 

أولا: طبق الدالة 22 = ى للحصول على المستوى ناقصا منه الشعاعان المبينان في 
المستوى -يّ في الشكل .)0,٠١(‏ 





المستوى “س المستوى -2 المستوى ”¢ المستوى -2 





الشكل رقم .)٠,٠١(‏ الدالة w=‏ 
2 


استخدم حينئذ التحويل الكسري الخطي 6 /(1 -6) =2 الذي ينقل 0» © و 1 إلى 2 
1 و0 لتصوير المستويين ذوي الفتحتين إلى المستوى ذي الفتحة (الطولية) الواحدة 
وأخيرا فإن 0/2 =« ينتج نصف المستوى العلوي» ولذا تكون الدالة المطلوبة هي : 


58 4-1 _ z2” -1 
+£ Y2 





تمارين (8,5) 
)١(‏ أوجد دالة حافظة للزوايا تنقل قرص الوحدة إلى الشريحة اللانهائية 1 > |2 .|۸٠‏ 
(إرشاد للحل: اعتبر الدالة العكسية في مثال ١(‏ ,5 ,0)). 


(۲) بين أن: 
2 


22+1/ 
تصور تصويرا حافظا للزوايا نصف المستوى العلوي محذوفا منه الخط 
(1< نرر,0 ع دنم إلى نصف المستوى العلوي. 





جح بال 
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(۳) أوجد الدالة التي تحمل نصف المستوى العلوي إلى متمم القطعة المستقيمة من 1- 
إلى 1. 

(:) أوجد الدالة الحافظة للزوايا للمربع (1 > إلا , 1 > || :) إلى الحلقة “© > إس|] > 1 
محذوفا منها المحور الحقيقى السالب. 

(5) ما صورة القرص 4 > |ه - | تحت تأثير الدالة 22 = برر؟ 


() بين أن التحويل : 
2 
w+) (z+1‏ 


يصور النصف العلوي لقرص الوحدة إلى قرص الوحدة تصويرا حافظا للزوايا. 
(۷) صف صورة القطع الزائد 1/2 = ”ر- تمد تحت تأثير الدالة 1-2 =« . 
(۸) صور مكمل القطعة المستقيمة (1 > |*| , 0= /:2) فوق قرص الوحدة. 
(4) صور خارج القطع المكافئ ×4 = ”ر فوق قرص الوحدة بشرط أن ترسل 0 و1- إلى 
1 و0. 
)٠١(‏ صور المنطقة الشمالية للفرع الأيمن من القطع الزائد 1 = (7) 86 فوق قرص 
الوحدة. 
(إرشاد للحل: اعتبر الدالة 1/2+ 2= س). 
)١١(‏ *برهن على أن الدالة : 





0 +ج8 + Az?”‏ 
دس 
az +bz+c‏ 
يمكن أن تتكون من التحويلات الثلاثة المتتالية : 
م + طلم w=‏ | 00 اك سه 
4 2 ف +دهر 
أو من التحويلتين المتتاليتين : 
w= +y‏ و 2+۶ 
م + هر 





t4‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
5١‏ ,6) انسياب الموائع 
Fluid Flow‏ 

سوف نناقش في هذا البند مشكلة فيزيائية يمكن أن تحلل بمساعدة الدوال التحليلية 
وما أن الدالة المركبّة يمكن أن تحلل إلى دالتين حقيقيتين » فإن نظرية الدوال التحليلية مهمة 
جدا في حل مسائل تحتوي على متغيرين في الفراغ ذي البعدين. ولأن هذا الكتاب لم يعالج 
وفقا للفيزياء الرياضية » فإن كثيرا ما يلي هو عرض للنظرية الفيزيائية. 

يتطلب الوصف الكامل لحركة الموائع المعلومات عن متجه السرعة عند كل 
نقطة من المائع » وعند أي زمن معطى. افترض أن المائع غير مضغوط (أي له كثافة 
ثابتة) وأن الانسياب ثابت («لهء۲ء) (مستقل عن الزمن) وذو بعدين (ونفس الشيء في 
كل المستويات الموازية للمستوى -رد في الأبعاد الثلاثة). 

تحدث شروط من هذا النوع » على سبيل المثال؛ عندما ينساب المائع على جسم 
أسطواني حوره متعامد على اتجاه الانسياب» "ومتّجه السرعة" يمكن أن يعطى على أنه 
دالة متصلة ذات قيم مركبّة للمتغير المركب (7)2 = 7 لكل 2 في المنطقة 6. ونفترض 
أيضا في هذا البندء أنه لا توجد منابع (وعتمناه80) أو مصاب (ء81«k)‏ (النقط التي عندها 
يولد أو ينعدم الفيض) تقع في المنطقة ©. 

تؤدي الفروض بأن المائع غير مضغوط » وأنه لا توجد منابع أو مصاب في ©» 
إلى أن المنطقة البسيطة الاتصال في © تحتوي دائما على نفس الكمية من المائع. وعليه 
فإن كمية المائع لكل وحدة زمن المارة بطول 45 على منحنى جوردان الأملس قطعياء 
الواقع وما بداخله في © »يساوي 45 ,17 حيث ,7 هو (عدد حقيقي) مركبة للدالة 7 في 
الاتجاه العمودي الخارج من المنحنى (انظر الشكل رقم .)0,1١(‏ إذن كمية التدفق 
(110) الخارجة هي : 
)1( 14-0 | =9 





الدوال حافظة الزوايا 55١‏ 


والتكامل الخطي للمركبات المماسية 7 للسرعة 7 حول المنحنى ‏ هو: 

[Vas 2)‏ =7 
ويسمى دوران (٥ناها»ءز»)‏ ۲ حول /. وإذا کان الدوران لا يساوي صفرا على منحنی 
ما /اء فإن المركبّات المماسية التي لها إشارة ماء تغلب المركبات الأخرى التي لبا إشارة 
مخالفة في التكامل (2). يعني هذا على وجه التقريب أن المائع يدور حول ۷. ويسمى 
الانسياب غير دوراني (1:0]8]10031) إذا كان الدوران يساوي صفرا حول كل المنحنيات 

المغلقة في 6. نفترض أن الانسياب غير دوراني حيث إن 0= 7. 

أشير في الشكل رقم )08,1١(‏ إلى الاتجاهات المماسية والمتعامدة الخارجة عن 
المنحنى عند النقطة 2. لتكن (2)© =+ الزاوية بين الاتجاه الأفقي الموجب والعمودي 
الخارجي للمنحنى ۷ عند 2» افترض أن متجه السرعة ۷ عند 2 كما أشير إليه. 

يعطى دوران نظام الإحداثي # حول النقطة 2ء زاوية ©-» المركبتين المماسية 
والعمودية التاليتين لمتجه السرعة 7. 


v7, - بد (ي »ممم‎ =Imle™ v) 








الشكل رقم ١١(‏ ,0). مركبات متجه السرعة. 





11۲ التحليل المركب وتطبيقاته 


وعلى وجه الخصوص » نحصل على : 
Fi, 3)‏ رز ع ey‏ 

يرتبط عنصر الطول كه (انظر الشكل رقم ))2,1١(‏ بالعنصرين × وره بواسطة 
المتطابقتين : 


dy = 6 + a Js‏ 90 + م دعل 


وهذا يؤدي إلى أن 
dz = dx + idy = e %^™™ ds = ie“ ds (4)‏ 


الآنء إذا كان منحنى جوردان الأملس جزئيا 1 موجودا وما بداخله داخل © فإننا 
نحصل بواسطة المعادلات من (1) إلى (4) على : 
iy i‏ أ =i‏ ج1[ جام 
5 6 ,| 2/2 / 
=i + iV, Ys‏ 
ج = +i, )ds‏ , = 
ويؤدي ذلك إلى أن (7)2 تحليلية وذلك بواسطة نظرية "موريرا. وإذا كانت © 
بسيطة الترابط » فإن الدالة (antederivative)‏ للدالة Ve)‏ تكون تحليلية 
»w)2( = u)2(+ i۷) 2(‏ ود تسمى | لجهد المر كب complex potential‏ ' 'للانسياب» وتعر ف 
u‏ علسى أنهادالةالجهد ١ ›")potential function)‏ على أنها دالة للانسسياب 
(صfunctio .)stream‏ وتتحول الحسيمات المتباعدة للمائع حول الملحنيات التي لہا اتجحاهمات 


1 نتجنب استخدام الرمز © لدالة الجهد لتأكيد التشابه الأخير بين جريان الفيض وانسياب الحرارة وكذلك 
الحفظ رمز الدالة. 





الدوال حافظة الزوايا 1Y‏ 


وتسمى هذه المنحنيات خطوط الانسياب (©هنا ١۵ءءاء)‏ وتتميز بالمعادلة : 
ثابت = (2) «» لأن المماس لهذا المنحنى له الميل : 
دنه 


= = = - 51 31 ابرع‎ = 817 
dx vv, 78 


بوساطة معادلتى كوشى - ريمان» حيث إن املع كل 
تسمى المنحنيات: ثابت = (2) »اء خطوط تساوي الجهد (equipotential lines)‏ 


وهى متعامدة على خطوط الانسياب لأن: 
dy 78 7 -1‏ 


dx My, OV, 0 tan arg J 
والنقط التى عندها 0= (7)2» وبالتالى 0= (1)2 » تعرف على أنها نط‎ 


ركود (5غهندم قده86دمع5)2) للانسياب. 


متال ١١‏ ,ه ,ه) 

نفترض أن لدينا انسيابا منتظما سرعته 4 (> 0) في الاتجاه الموجب لمحور-+ في 
نصف المستوى العلوي. يقرب حركة هذا الانسياب للمائع في قنوات عريضة للغاية 
(انظر الشكل رقم .))0,١7‏ 


0 


الشكل رقم (؟١,ه).‏ 


٤‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


وبما أن 4 = (2) ۷» فإنه ينتج أن 4 = )z(‏ س » ولذا فإن الجهدالمركب هو 
w)z( = 42 + ©‏ حيث إن ره 7 + ره = » ثابت مركب. وهكذا ‏ + ×4 = (14)2 
وه + درك = (2)«» ولذا تكون خطوط تساوي الجهد رأسية وخطوط الانسياب أفقية 
(مهملين تأثير اللزوجة في الخط الحقيقي). وبوضع 0 =ء فإن خط الانسياب 0=« 
ينطبق على احور الحقيقي. 

افرض أن الدالة =f )z(‏ تصور المنطقة © تصويرا حافظا للزوايا إلى نصف 
المستوي العلوي (6) إذا كان الجهد المركب (5) « لانسياب المائع معروفاء فإن الجهد 
المركب للانسياب في © يعطى بوساطة الدالة التحليلية ((2) /)«. فعلى سبيل المثال» إذا 
كان الجهد المركب في (6)/رهو المعطى في المثال :)0,0,١(‏ فإن خطوط الانسياب في 0 
هي تلك المنحنيات التي تصور بوساطة دالة التحصيل "زوه إلى الخطوط المستقيمة : 
ثابت = « في نصف المستوى العلوي. وحساب مثل هذه الدوال ا محصلة هو الخطوة 
الأساسية في الحل لمسائل ديناميكا الموائع. 


مثال ”١‏ ,ه ,ه) 

إذا كنا مهتمين بإيجاد خطوط الانسياب (5ههنا سندءناة) على امتداد زاوية قائمة 
في قناة عريضة:؛ فإنه يمكن أن نقرب هذه الحالة بدراسة الانسياب في الربع الأول. 
تصور الدالة 7 = ي الربع الأول فوق نصف المستوى العلوي. فإذا علمنا أن الجهد 
المركب (6)س = با للانسياب في نصف المستوى العلوي؛ فإن (2)« = «هوالجهد 
المركب للانسياب في الربع الأول. فعلى سبيل الخال » إذا افترضنا أن الانسياب منتظم › 
وله سرعة 4 (> 0) في نصف المستوى العلوي للمستوي &» (0=ء)ء فإن الجهد المركب 
في مستوى -ي) هو 44=«. وهكذا فإن الجهد المركب في الربع الأول يحقق 
47 = س« وخطوط الانسياب تعطى بوساطة القطاعات الزائدة : ثابت = «ردا/2 ومتجه 
السرعة هو 242 = (2) 7. ونقطة الأصل هي نقطة ركود (انظر الشكل رقم (0,11)). 


الدوال حافظة الزوايا Yo‏ 


Img 





0 Xx 0 Re ¢ 


الشكل رقم (١,ه).‏ خطوط السيل على امتداد ركن. 


مثال (۳ ٥,‏ ,ه) 
للدالة 4/7 + 2= تطبيقات مهمة في انسياب الموائع في بعدين. وبإعادة كتابة 
الدالة في الصورة : 


6 £ a) 


2 





0+ ي = 
نجد أن الصورة » لكل نقطة على الدائرة 5 -|2| حيث ه < 25 تحقق: 


_|2- + |z + “إه‎ 
b 


وباستخدام قانون جيب التمام (انظر الشكل رقم 20,14 نحصل على : 


|z- al = a + 2ق‎ 2abcos 0 , 


| - 2a|+ ديأ‎ 20| 


|z + a] = شن‎ + b" 2ab cos (r -0) 


حيث إن z2‏ ع ۲ه = 6 . إذن : 


| - 2a|+ | + إ2‎ = 2l +?) 


b 
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د 





ا مستوى - 6 المستوى + 2 


2 
الشكل رقم (4 ١,ه).‏ الدالة E‏ 


ولأن الجزء الأيمن يكون ثابتا لكل عدد ثابت 20 فإن صورة الدائرة 8 -|2| هي 
قطع ناقص له بؤرتان عند 20 ±. وعليه فإن الدوائر المتمركزة عند نقطة الأصل ذوات 
أنصاف أقطار ۵ > » في المستوي المركب تصور إلى قطاعات ناقصة متحدة البؤرتين 
(4081ههه) في المستوي - ي. وأكثر من ذلك فالدائرة © = |2|تصور فوق القطعة 
المستقيمة التي تربط 24 إلى 24 في المستوي - ي » لأن 467 = z‏ تؤدي إلى : 


2 


ge? + ae"? =2q 0056 0 > 0> 25‏ = بوه 4 
لاحظ أن 2(7/») - 1= 2/”ه + 2): وعليه فإن 4/2 +2 = م تصور تصويرا 
حافظاً للزواياء خارج الدائرة » -|2| إلى خارج القطعة المستقيمة التي تربط 28 إلى 
6. إذن بافتراض أن الحركة لانسياب السوائل في المستوي- ي منتظمة وبسرعة 4 (>0) 

توازي ا حور الحقيقي» فإننا نحصل على الجهد المركب. 
]هدم 
2 


للانسياب المار بأسطوانة دائرية نصف قطرها ۾ لانظر الشكل رقم .])٥,٠١(‏ 





الدوال حافظة الزوايا ۷ 


و نحصل على دالة الانسياب (stream function)‏ بوضع ٤۶‏ =7 فنحصل على : 


2 
sin 27‏ لدم 4¿ ع بر 
2 


ا مستوى - 6 المستوى -2 


ئ 11 
الشكل رقم .)١,٠١(‏ انسياب مار على أسطوانة. 


ويكون خط الانسياب 0= 7 من الدائرة » = |2| وا محور الحقيقي حيث ه < |«أ 


وسرعة انسياب المائع هي : 


| )مد 


ذات نقط ركود عند + = ج. لاحظ أن 4 ي 7 عندما ه جا|؛ ويؤدي ذلك, 


وبالرغم من أن الانسياب قد اضطرب بوجود الأسطوانة» إلى إهمال هذا الاضطراب 








۸ التحليل المركب وتطبيقاته 
عند المسافات البعيدة من الأسطوانة» وأن الانسياب لقيم |2| الكبيرة منتظم 
بالضرورة» وله السرعة 4 موازيا حور السينات. 


تمارين (ه ,9) 

أوجد خطوط الانسياب لمائع غير مضغوط ينساب بدون منبع أو مصرف في كل 
من المناطق المعطاة في التمارين من )١(‏ إلى (5). افترض أن المائع له السرعة 0 < ۸4 
عندما مه ج 2» هل توجد نقط ركود؟ 


0 <argz< (Y) 0<argz < (1) 
> 318 2 > 00 0 > ع0‎ 2 > (۳) 


احسب في التمارين من (5 ) إلى ( ۸) مقدار السرعة (فءءمء) |۲| عند ,0= 2 
¡ ,1 للمائع الموجود بنصف المستوي العلوي المعطى بوساطة الجهود المركبة 
potenti)‏ exesاomp).‏ هل توجد أي نقط ركود؟ 

(0) تجح ج د بر )¥( 2i2”‏ +ع د بر 

w= sinz (A) w= 32 i7 (0 

(9) أوجد المعادلات الخطوط الانسياب للجهود المركبة المعطاة في التمارين من (5) إلى (۸). 
)٠١(‏ أوجد المعادلات لخطوط تساوي الجهد للجهود المركبة في التمارين من (5) إلى (۸). 
)١١(‏ افترض أن الجهد المركب للانسياب في المستوى 2 يعطى بالمعادلة: 

(/2) اتطومه = س صف خطوط الانسياب لبذا الحريان. 

(إرشاد للحل: اعتبر نلا طومه ۾ = 2). 

)1١(‏ استخدم التمرين )١١(‏ لوصف الانسياب خلال فتحة محدودة بوساطة القطع 

الزائد 1= ”ر- ”7 
() استخدم التمرين )١١(‏ لوصف الانسياب خلال فتحة لبا العرض 24 في رقيقة 

مستوية. هل هذا الانسياب مقبول فيزيائيا؟ 

(إرشاد للحل: أوجد مقدار السرعة عند الحواف). 


الدوال حافظة الزوايا ۲۹ 
)١5(‏ استخدم الدالة 2 "1۸ء = ي لحساب خطوط الانسياب لمائع غير مضغوط ينساب 
في المنطقة المبينة بالشكل رقم (2,17). افترض أن الانسياب في المستوي منتظم 
ومواز إلى احور التخيلي. هل هذا الانسياب مقبول فيزيائيا؟ 
)٠١(‏ تذكر نظرية بيرنولي (ممعدمعط 5'نالساودء8) في الحركة الثابتة مائع غير مضغوط › 
إن المقدار: 
ا 
2 م 
له قيمة ثابتة عند كل نقطة لأي خط انسياب للجريان» حيث م » مو | اهي 
الضغط » الكثافة» ومقدار السرعة على التوالي. بين أنه في المثال 0,7 ,0) إذا 
كانت م/(م)م > >4 لمرو د نال aE ENE‏ سال وعد 
هذه النقاط سوف يتكون الفراغ مسببا ظاهرة التكهف (20112000). وييحدث 
التكهف» على سبيل المثال بالقرب من الحواف حرك يتحرك بسرعة. 


وما 


Ref‏ حصا 
7/2 


!| | ا 
| أ ا 
|| ا 
| | ا 
| | ا 
al‏ 
١ |‏ ا 
| ا ا 
E‏ 
| | | 
| | | 
| | ا 
| ا 
| أ ا 
| 1 ا 


المستوى -© 
الشكل رقم .)٠,٠١(‏ انسياب رأسي منتظم في المستوي ي . 








۷۰ التحليل المركب وتطبيقاته 


( ,©) صيغة شيفارتز س كريستوفيل 
Schwartz - Christoffel Formula‏ 
برهنا في النظرية الثانية بالبند )0,١(‏ على أنه إذا كانت (2) تحليلية في منطقة 
تحتوي على النقطة 20 التي عندها (2) ۶ لها جذر من الرتبة ۸ء فإن كل الزوايا عند 20 
تكبر بالعامل 6+1. اعتبر كبديل دالة تحليلية لها المشتقة : 
“200 -ع) 4 =2( 'ر 
حيث 1> > 1- و0 # ». النقطة z‏ نقطة تفرع (امذهم )branch‏ للدالة “كر ويدون 
فقدان التعميم» افترض أن القطع للفرع )branch cu‏ يكون رأسيا إلى أسفل من 2 
وأن 2 نقطة على الخط المار ب م مواز للمحور الحقيقى. با أن: 
A4 + aarg (Z - 20(‏ ونه - (2) arg f’‏ 
فإن التغير في الاتجاه سيكون 4 2:8 إذا كانت 2 إلى اليمين من 20» ويكون 2 «+ابع:ة) 
إذا كانت 2 إلى اليسار من 20 لانظر الشكل رقم (20,117]. وعليه فإن الزاوية 7۸ عند مج 
تكبر بالعامل 1 +2 عند (20 ) گر 





z-plane w-plane 


الشكل رقم ١07‏ ره). تأثير “(,: - ) 4= 2) . 


الدوال حافظة الزوايا ۲۷۱ 
ويمكننا أن نستخدم هذه الملحوظة لتكوين دالة (2) /ر تصور الجزء الحقيقي على 
مسار المضلع ( غادم اهدهع ,زادم)» ولتكن ,× > ... > :<> × تقسيما بأعدادٍ حقيقية» 
ولنفترض أن الدالة (2) /ر لما المشتقة : 
x,‏ - ع)... x)" )2 - x)‏ - مال ع رم)'ر 
حيث 0 * 4 عدد مركب ثابتء 1 > يه > 1- لكل #, ... , 1,2 - .وبا أن 
Xx")‏ - 2 ) عنة ره ... + arg (ZX) + @ arg ) 2 - x2)‏ نه + arg f' )2( - arg A‏ « 
فان صور الفترات (0 , 0د) , ... , (32, &) , x(‏ , م-) هي قطع مستقيمة زواياها 
تقاس مع ا حور الأفقي كما يلي : 
الفترة الزاوية 


arg م‎ (X, , ©) 
arg A + 7 و0‎ (Xn 1 , Xn) 
arg A4 +IT(G + ... (و6+‎ (1,2) 

arg A + م‎ (O + ... + زوه‎ (o0 , x1) 


هكذا تصور الدالة (2)/ =« ا محور الحقيقي فوق مسار المضلع كما هو مبين في 
الشكل (2,18). ونجد من التركيب أن (2)/ تحليلية على المستوى المركب دون قواطع 
الفرع (قانت طعصaط)‏ السفلية من كل النقط ,× , ... , «×, ب×. هكذاء إذا كانت 2 أي 
نقطة في نصف المستوى العلويء أمكننا أن نعرف الدالة حافظة الزوايا (2)/ 
بوساطة : ١‏ 
f 44‏ -1)2/ 

حيث 7 هي القطعة المستقيمة من 0د 0× # 0 حيث ۸ ,... ,2 ,1 = 6) إلى 2. وأي دالة 
(2)/لها هذه الصورة تعرف على أنها "تحويل شفارتز كريستوفيل'. وتعطي هذه 
المناقشة عكس النظرية التالية التي برهناها خارج نطاق هذا الكتاب . 


V۲‏ التحليل المركب وتطبيقاته 





الشكل رقم .)٥,۱۸(‏ 


Schwartz - Christoffel theorem نظرية شفارتر — كريستوقل‎ 

كل الدوال التي تصور نصف المستوى العلوي تصويرا حافظا للزوايا إلى مضلع 
(«معنز[هم) في 7# ذي الزوايا الخارجية ,© حيث ۸ , ... , 1 = ۸ لها الصورة : 

(tx) ...(x - x,“ dz,‏ “ند - »)| 4+8 -(2ا/ 

حيث النقاط ونا > ... > د > × حقيقية. 8 وھ ثابتان مركبان. 

تسمى الدالة المعطاة بوساطة المعادلة التكاملية في هذه النظرية "صيغة شفارتز- 
كريستوفيل” للمضلع المعطى. 

"الزاوية الخارجية" عند الرأس (2) = »« للمضلع هي ٨‏ وهي المطلوبة التي 
تجعل اتجاه المتجه من ×۷ إلى ۷ ينطبق مع تجاه المتجه من ,د إلى »«. وبالنظر إلى 
الق لقره نرى أن الزاوية الخارجية قد قبست بالدوران من الضلع 
التالي للمضلع إلى الخط المستقيم امتداد الضلع السابق للمضلع. لاحظ عموما أن 
1>نه>1 » حيث 0 < به عندما يكون الدوران عكس عقارب الساعة و 0 > يه عندما 
يكون الدوران باتجاه عقارب الساعة. أكثر من ذلك إذا ما صنعنا دائرة باتجاه عقارب 
الساعة حول حيط المضلع فسوف نلف دورة كاملة حاصلين على : 








الدوال حافظة الزوايا YT‏ 


33 ax = -2R أو‎ 3 ad = -2 
k=1 


k=] 

ويكون التحكم بالشابتين 8 وى بوساطة الانسحاب» والتكبير» ودوران الموضع› 
والمقياس (50316) واتجاه المضلع في المستوي - ا والنقاط »× التي تصور إلى الرؤوس 
Wk‏ للمضلع. يسمح لنا التحويل الكسري الخطي لنصف المستوى العلوي إلى نفسه 
بتصوير ثلاث من النقاط »× إلى ثلاث نقاط محددة على احور الحقيقي. إذن نحن في 
حرية لاختيار المواضع الثلاث من النقاط غد. معتمدين على المضلع» ويفيدنا الاختيار 
المناسب لمواضع هذه النقاط في الحصول على صورة كاملة لحل التكامل. ومواضع 
النقاط المتبقية »× يعتمد على شكل المضلع » ومن الصعوبة بمكان تكوينه إلا في الحالات 
التي عندها يكون كثير الأضلاع منتظما. 

في العادة» يفضل اختيار النقطة 6 = ,دء فهذا الاختيار يحذف الحدود المحتوية 
على ,ا في صيغة شفارتز كريستوفيل. 

تبين الأمثلة التالية استخدام صيغة شفارتز-كريستوفيل : 





الشكل رقم (08,15). الزاوية الخارجية للمضلع. 


مثال ,١١‏ ”", ه) 


صور نصف المستوى العلوي تصويرا حافظا للزوايا إلى الشريحة 1> || و0 < بر. 
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الحل 
اختر 1-» 1 وه لتكون النقاط التي تصور إلى الرؤوس 1-» 1ء © للشريحة 











على : 
"d= A+B 1 6‏ م "ادي | w=A+B‏ 
2-1ج ًَ 0 
f E sinî z.‏ + 4= 
1 1-22 %0 1 
١ 3 w = Az)‏ 3 . 
چس ١‏ وش س سن 
3 0 3 
الشكل رقم (١7,ه).‏ 
وبما أن ±1 = (±1) س » فإننا نمحصل على : 
aE‏ 
2 
لني e‏ 
2 


إذن 0 = 4 و 21/7 = 8» وهكذا تصبح sin" z‏ )2/7( = بير 


مثال ١؟,5”,ره)‏ 
صور نصف المستوى العلوي إلى المنطقة المظللة الموضحة بالمستوى رايا فق 


.)0,75١(لكشلا‎ 











الدوال حافظة الزوايا 537 


الحل 
من السهل أن نحصل على هذا التحويل بدون استخدام صيغة شفارتز- 
كريستوفيل » يؤدي تحصيل التحويلات المدون بالشكل )20,7١(‏ إلى أن : 
1- تمأ د 1- ارد #المدمر 


a w= YW 0‏ 10 - 2 - رلا 00 2ج =2 ۹ 
0 لت 2120100 
المستوى - ۷ المستوى - 7 1 ا مستوى -2 





الشكل رقم ١١؟,ه).‏ 2-1ج/ع س 


أن لدينا زوايا خارجية 747/2 و2/- عند 1» 0 و1-. حينئلٍ تكون : 


2702 


22-1 
. 2-1 8+(8- 4م) = ° 


الآن :8 - 4 =(1) س=0 و0(=4) س =1 »› لذا8=1 و1- ل دس 
مثال )٥,٦,۳(‏ 
صور نصف المستوى العلوي إلى الشريحة اللانهائية * >« > 0. 
الحل 
اعتبر المثلث المظلل بالشكل (2,77). افترض أن النقاط ©, 1- و0 من 
المستوى - 2 صورت إلى : 





1 8 + 4 حبر 


1- ?¥2 8+ م = 


























YY‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
النقاط مس Wog Ti‏ المستوى -س. إذا جعلنا س تقترب من مه خلال القيم الحقيقية 
على الشريحة اللانهائية ۷>۸ >0. 





الشكل رقم (۲۲,). 


تؤول الزوايا الخارجية عند س آ٣‏ وم۷ إلى ۳ء 0 و- فتصبح صيغة شفارتز- 
كريستوفيل في الحالة النهائية هي : 
+B 1082‏ 4 - ا 8 + 4 ح بر 


2 
نختار 1 > 2 كنهاية دنيا للتكامل؛ لأن ٠‏ = 0 عه1. الآن : 
A4 + Bri,‏ ع (1-) Blog‏ + 4 - (1-)س - ri‏ 


وهكذا بوضع 0= 4 و1 = 8 فنحصل على التحويل المنشود 2 108 /ا. 


مثال (؟5,",ره) 

صور نصف المستوى إلى داخ لل المثلث ذي الزوايا الخارجية 509-» -٨8‏ 
و1- حيث 2 = + 28 0. 
الحل 

نعتبر0: 1 وه نقاطا نرغب في تصويرها إلى الرؤوس ذات الزوايا الخارجية 
0 » - و7- على التوالي» حينئلٍ تكون صورة الدالة على النحو الآني : 





الدوال حافظة الزوايا YY‏ 
dz‏ 
z2*“)z-1‏ 
وا أن 4ل وآ نادرا ما تؤثر في مكان المثلث وحجمه» فإنه لإيجاد أبسط الصيغ لموضع 


1 8 +4 - رهار 


الرؤوس» نضع 4=0 و قت B=‏ : 


dz‏ م 
z* )2-7‏ =(2) 5 
إذن 0= (0) f‏ و: 
-0 7-7 م ل 
x“ (1 (۶ I»‏ =1 
وتحقق دالة “جاما" (دمناعصدة ma‏ صaع)‏ المتطابقة 7( صذة)م = (× -7)*(/11» ولذا 
قان طول هذا الضلع هو : 


e= sin ry 7 (1-0) 7 (1 PB) 7 (1-0. 

باستخدام قانون الجيب» نجد أن طولي الضلعين الآخرين هما : 
.=1( 7 م 1( 7 )1-0( 7 a= sin o‏ 
D7 (1-0.‏ 1( 7 )1-0( 7 ممم ل = 


[ انظر الشكل رقم .])٥,۲۳(‏ 





المستوى - س المستوى - 2 
الشكل رقم (ارة). 
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مثال (ه ,5 ,ه) 

صور نصف المستوى العلوي إلى داخل مستطيل. 
الحجل 

يمكن بوساطة التمرين )١(‏ في البند (01) لأي أربع نقاط على الخط الحقيقي 
أن تصور بوساطة تحويل كسري خطي إلى النقاط ±۸ و 1+ حيث 7 < # (اعكس إذا 
كان ضروريا). وعليه فإن مثل هذا التحويل يعطى بوساطة : 


2 dz 
f )27 => | e .ا‎ 
)]- 2 22ت‎ 
انظر الشكل رقم (0,75)] ويتضح من هذه الصيغة أن رؤوس المستطيل متماثلة‎ 1 
بالنسبة إلى ا حور التخيلي وأن:‎ 


ام 1 _ f dx‏ 1 -ة 
-k?x?) 4 \2 Fk‏ مرتلل 5 kK‏ 





الشكل رقم (4 ؟,ه). 


(تكامل ناقصي (عنامنااء) من النوع الأول), 


dx 0 dx‏ ا 
١ 1-7) -x( #4 “" U” -01-×(‏ 




















الدوال حافظة الزوايا 4 
تمارین (5,ه) 
)١(‏ أوجد خطوط الانسياب لمائع غير مضغوط ينساب بسرعة 4 (> 0) عند ه للمنطقة 
المظللة في المستوى - * في الشكل رقم (0,71). 
)١(‏ أوجد دالة تصور نصف المستوى العلوي فوق المنطقة المظللة في المستوى -« في 
الشكل )0,7١(‏ وتنقل النقاط 0, 1 وه إلى 20 : و0. 
(۳) بين أن الدالة : 


02 1 
.س =( 
TT‏ 
تصور نصف المستوى العلوي إلى مربع طول ضلعه : 


04 


)٤(‏ باستخدام تحويل "شفارتز كريستوفيل" أوجد دالة تنقل نصف المستوى العلوي إلى 
الشريحة اللانهائية 1 > إر|. 
الشريحة 2/2 > |*| حيث 0 < ر. 

(7) صور نصف المستوى تصويرا حافظا للزوايا إلى كل من المناطق الموضحة بالشكل 
(5؟,0) حيث إن 8,۲ ,» ج م , 1 , 0 على التوالى. 

(0) صور نصف المستوى العلوي تصويرا حافظا للزوايا فوق المنطقة المرسومة بالشكل 
(20» وبين أن الطول ( مع 1= |8|) للقطعة المستقيمة من » إلى 8 يساوي 


]/5/ج1212. 


1 
4 





YA.‏ التحليل ال مركب وتطبيقاته 


(۸) صور نصف المستوى العلوي تصويرا حافظا للزوايا فوق المنطقة الموجودة بالشكل 
(۷,) مع 58 ,0 ج 0 ,1 ,×, 0 على التوالى» وبين أن # = × حيث 
.0<k<1‏ 


(إرشاد للحل: افترض أن (×-2-1(/)2) = ). 





الشكل رقم (5 7,ه). 





الشكل رقم .)٥,۴١(‏ 





8,0 ١ 


الشكل رقم (1,). 





الدوال حافظة الزوايا ۲۳۸۱١‏ 


نا 
©-2/ + (1 هلو زاح مدلا © - جل + وله 
Log‏ 1- 1 ]| لم 
لاح اك TE‏ انير حم م نونك 


تصور نصف المستوى العلوي تصويرا حافظا للزوايا إلى المنطقة المظللة بالشكل 
(0,7) مع أخذ 5م ر ج 6 ,1 , ,0 حيث (82 / ۸) + 1= a‏ . 


8 8 





Wh 


الشكل رقم .)٥,۲۸(‏ 


(0,1) تطبيقات فيزيائية في الانسياب الحراري والكهربية الساكنة (اختياري) 
Physical Applications in Heat Flow and Electrostatics (Optional)‏ 
نطور في هذا البند النظرية الأساسية للانسيابات الحرارية في بعدين في حالة 
الاتزان» وكذلك الحقول الكهربائية الساكنة. من المهم أن نلاحظ التشابه بين هذه 
الانسيابات وانسياب الموائع (10 س1٤).‏ وفي البند التالى نعرض تطورا مختصرا لنظرية 
الأثر ف الموائع .(wakes in fluid)‏ 


Feat flow الانسياب الحراري‎ 


يمكن أن نصل إلى دراسة التوصيل الحراري لجسم صلب متجانس بنفس 
الطريقة التي وصلنا بها إلى انسياب الموائع» إذا كان الانسياب في الجسم الصلب ذا 


YAY‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


بعدين » وكان الانسياب الحراري في حالة اتزان (مtةاء‏ رلههاء). افترض أنه لا توجد 
مصادر حرا ارية أو تصاريف في منطقة بسيطة الترابط © .(simply connected region)‏ 
وبما أن نقطتين يمكن أن يكون لبما درجات حرارة مختلفة» فإنه يوجد انسياب 
للحرارة؛ من الأجزاء الأكثر سخونة إلى الأكثر برودة. ومتجه الانسياب الحراري 
(heat flow vector)‏ (2) 0 - 0 يمكن أن يكتب كدالة مركبة متصلة . وتدفق الحرارة من 
داخل منحنى مغلق 7 أملس جزئيا موجود في © إلى الخارج يجب أن يحقق : 
ds=0,‏ 2 
وإلا على النقيض سوف تتغير درجة الحرارة الداخلية. وبما أن الحرارة تتساب من 
الأجزاء الساخنة إلى الباردة» فهي غير دورانية (10]880821)؛ ولذا نحصل على : 
,0,4=0[ 
وهكذاء وبوساطة نظرية "موريرا" (كما في البند (0,5)) نرى أن © دالة تحليلية في ©. 
إذن: 
w'(z)‏ 6 - -(02)2 

حيث ۸ معامل الاتصال الحراري conductivity)‏ لممصعط) وأن مز ديو = مر هوالجهد 
المركب ([01680121م >مام«سهء) للحقل الحراري. ومن معادلتي كوشي _ريمان نجدأن 
W2) = ux + iu, = grad 1(2)‏ « التدرج في 4ء ولذافإن u‏ لهاع ۸- = ©(قانون 
فوريه) يؤدي إلى أن يكون الانسياب الحراري عموديا على المنحنيات عصماهمم» = (2) 4. 
وعليه تكون النقاط على هذه الخطوط المستقيمة لها حينئل درجات حرارة متساوية» 
وعليه فإن المنحنيات )«قاكههه = (2) « هي منحنيات تساوي الحرارة (isothe۲”21(‏ 
و (2) 1 هي درجة الحرارة. وتسمى المنحنيات امفاكممهء = (2) لا "خطوط الانسياب 
"stream lines‏ وهي عمودية على خطوط تساوي الحرارة. 

والمشكلة المتكررة في الانسياب الحراري في حالة الاتزان هي إنشاء منحنيات 
تساوي الحرارة في منطقة © لها درجات حرارة حدودية معطاة. 


الدوال حافظة الزوايا YAY‏ 
مثال (9,۷,۱) 


أوجد منحنيات تساوي الحرارة للشريحة © المدونة بالشكل »)٥,۲۹(‏ ومعزولة 
على امتداد القطعة المستقيمة 0= ر حيث 1 > × > 0» ذات درجة الحرارة 0° على 


امتداد 0 < بر = 2 و" 1علی امتداد 1< ×= 2. 





الشكل رقم (ةارة). 


الحل 
الدالة 2 "مز (2/۸) = « تصور © إلى 1 >2 > 0 و0 < «وهي تمثل الجهد 
u sinh V.‏ ووه Ww = gin u cosh Z y+‏ ج ملو = z2‏ 
2 2 2 2 
حينئد نجد أن : 


x2 ر‎ 





2 2 
5111 2 COS 34 


ويؤدي ذلك إلى أن خطوط تساوي الحرارة قطوع زائدة. 


84 التحليل المركب وتطبيقاته 
مثال 7١‏ ,لاره) 

أوجد منحنيات تساوي الحرارة للرقيقة © المكونة كما بالشكل (50,70) 
والمعزولة على امتداد القطعة المستقيمة التي تربط 0 =» بالنقطة 8=1» وبدرجة حرارة 
° 1- على الشعاع الواصل من » إلى /زو"1 على الشعاع الواصل من 8 إلى 7 
الحل 

بما أن الزاويتين الخارجيتين عند 0 و1 هما 2- وح على الترتيب فإن تحويل 
شفارتز- كريستوفيل: 


fg? -1+ cosh "¢ |‏ | ل +1 - يق 2 رد 


يصور نصف المستوى العلوي فوق 6 مع تصوير 0 .8 ,© ج © ,1 ,1-. ولكن 
(2/) ”اء = ي تصور الشريحة إلى نصف المستوى العلوي لذا فإن: 


تصور الشريحة العلوية إلى ©. إذن معكوسها (2)ا - بهو الجهد المركب. وكما في 
المثال )0,7,١(‏ فإن منحنيات تساوي الحرارة» سوف تصبح صور الدالة («)2= 2 
للخطوط الرأسية »ا حيث 4 = ا. وبتبسيط الحد الأول في القوس»ء نجد 


ع 


أن: 





والتي يمكن بها أن نرسم منحنيات تساوي الحرارة. 


الدوال حافظة الزوايا YAO‏ 

الكهربية الساكنة Electrostatics‏ 
اعتبر حقل مستوى كهربية ساكنة (5)2 ينشأ من التجاذب أو التنافر لنظام 

اختياري من الشحنات (ينابيع ومصاب) في المستوى. في منطقة بسيطة الترابط© مكملة 
لبذه الشحنات» فإنه لا توجد شحنات داخل منحنى مغلق أملس جزئيا في ©: لذا 
فإن: 

Ends=0, 
بأنه‎ )the circulation( بوساطة قانون جاوس (۷ه!1 681155'5). نعرف التفاف الحقل‎ 
الشغل المبذول بوساطة الحقل عندما تؤخذ بالكامل وحدة الشحنة الموجبة حول‎ 
: المنحنى /. ولعدم وجود مطلب لإنفاق الطاقة لإبقاء حقل كهربية ساكنة نحصل على‎ 

0 - و4 و 
إذن 8 تسمى جهد الحقل (5614 اهنامعاه)» 1/ 8 تحليلية» والدالة الأصلية لبا هي 
+ ۷- = بلا وتسمى الجهد المركب للحقل (([هنادعادم ×مامدهء) » ۷- هي دالة القوى 
)force function)‏ و ع دالة الجهد (5610 91نادهاه2). من معادلتي كوشي ريمان نجد أن: 

E=-— W (2) =~ (Ux + uy ) = - gradu .‏ 
المنحنيات constant‏ = (2) « هي خطوط القوى u )2( = constant « (lines of force)‏ هي 
خطوط تساوي الجهد .(equipotıtia1 lines)‏ 
يمكننا تجميع كل المتشابهات بين انسياب الموائع » وانسياب الحرارة» والكهربية 

الساكنة وتقديمها في صورة جدولية» كما فعلنا بالجدول »)0,١1(‏ وبالمثل يمكن أن تصنع 
المتشابهات لانسياب المائع مع حالة انتشار متزن («دودfنلعاهاء‏ رلهءاء)» والمغناطيسية 
الاستاتيكية › وحقول الجاذبية (Gravitation fields)‏ وميكانيكا الموائع .«(Hydromechics)‏ 








1۸٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


الجدول رقم .)١, ١(‏ المعشابمات في انسياب الموائع» والانسياب الحراريء والحقول الكهربية الساكنة. 
5E‏ 


دالة الجهد درحة أخوارة 
ا 
2 

ونرغب بالتتابع في إيجاد خطوط تساوي الجهد لحقل كهربية ساكنة بالمستوى» 
محدود بمسارات (4000:5ه0ن) يكون الجهد عليها معطى (كل مسار موصل 06655ا0همه). 

















iw )2( = -v + iu 













E=-w'(z) = - grad u 


دالة الجهد 






u (z) = constant 





« تمثل دالة القوة 


vy (z) = constant 


مثال )٥,۷,۳(‏ 
يتألف مكثف من لوحين لبما صورتا أنصاف مستويات واقعة في مستوى 
واحدء وله حواف متوازية متباعدة بمسافة 24 وفرق جهد 210. وأي مقطع عمودي 
على المستويات يعطي حقل مستوى له قطعان (انظر الشكل (6,720). أوجد خطوط 

تساوي الجهد لبذا الحقل. 


< 


O 
© 
o 


SESE SES 
١ 
| 
2 


يه 


الشكل رقم (دارة). 


الدوال حافظة الزوايا YAY‏ 


2u, . 1 [(z 
د بر‎ gn. 
r 0 


تصور النطاق فوق الشريحة م > | . وعليه تكون خطوط تساوي الجهد هي 
القطوع الزائدة : 


الحل 


مثال )٥,۷,٤(‏ 
يتألف مكثف متوازي اللوحين من نصفي مستويين متوازيين لبما حواف 
متباعدة بمسافة 27» وفرق جهد 2:0. وأي مقطع عمودي على المستويين يولد حقلا في 
بعدين له قطعان كما هو مبين بالشكل .)0,7١(‏ أوجد خطوط تساوي الجهد لبذا 


الشكل رقم (١1"#ره).‏ 
الخل 
انظر إلى المنطقة المظللة في الشكل (0,77). بجعل م« تؤول إلى ٠‏ - نحصل على 
المنطقة في الشكل )٥,۳۲(‏ كحالة نهائية. وبوساطة التماثل تصور النقاط مع 1» 0 و1- 


TAA‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


حيط نصف المستوى العلوي إلى الرؤوس للمنطقة المظللة في الشكل (0,77). حيث 


إن الزوايا الخارجية عند 1+2 ؛ «نلاء 2 -1- وه تؤول إلى ٦‏ ,7- ,۸ و ۸ عندما تقترب 
ولا من 60- » فإن صيغة شفارتز كريستوفيل تعطى : 


w=A4+B f a او‎ (> 7-182) 





المستوى - ۷ 
الشكل رقم )9,۳۲( 


لأن القيم للنهاية الدنيا للتكامل (المحسوب عند نقاط » تختلف عن الصفر) امتصت في 
الثابتين 4 و 8 . وإيجاد هذا التعبير عند 1 + - 2 يؤدي إلى النظام : 
Ti‏ 1-= 2ه +4 
+ امع ور A4+B(‏ 
2 
ذات الحل i‏ - = 4» 2- > 8 ونم - 27 21.062 - «د. لاحظ الآن أن نصف المستوى 
العلوي يمكن أن يصور إلى الشريحة × > مم1 | بوساطة الدالة/ - 1082 2 = ب. 
وبالنظر إلى الدوال في الشكل )٠,۳۳(‏ فإنه من الواضح أن الدالة : 


w= 2Logz-ri-z7 =+ e 





الدوال حافظة الزوايا 5208 


تصور الشريحة 4 > |1106| تصويرا حافظا للزوايا إلى المنطقة المظللة في المستوى -/. 
ما أن خطوط تساوي الجهد توازي احور الحقيقي في المستوى -4» فيمكن أن نحصل 
على خطوط تساوي الجهد في المستوى - «. 
وتعطى في الصورة الوسيطة )۴٠٣۵ ۳۴۲۲١ ۴٥۲۳(‏ بوساطة : 
057 كج + ع = u‏ 


y= 7 + كع‎ sin7 


حيث 7 ثابت و 17+ =4 . 





Img ¥‏ 
ا 
ا 
w = w(z) 1‏ 
U‏ ھا س ت 0 > اس اس اليد 
0 
| وميد 
ا = 1~ 
المستوى - W‏ المستوى - 2 المستوى ¢ 
الشكل رقم .)٥,۳۳(‏ 


تمارين (/ا,ه) ١‏ 

)١(‏ أوجد الجهد للكهربية الساكنة في المنطقة المحصورة بين أسطوانة مصمتة توازي 
لوحا مسطحاء علما بأن الجهد على الأسطوانة يساوي 1 والجهد على اللوح 
يساوي 0. افترض أن هناك مقطعا يضع اللوح على احور التخيلي؛ وأن 
الأسطوانة أعطيت بوساطة 1 > | 2-2] . 

(۲) أوجد خطوط انسياب سد ذي ارتفاع » إذا كان الانسياب لانهائي العمق› 
والسرعة 0< 4 عندما مه ج 2. ما السرعة عند 0 وعند 4 (انظر الشكل . 
("”رهة)). 


4۰ التحليل المركب وتطبيقاته 


ك2 


الشكل رقم (4 ",ه). 
(۳) أوجد خطوط تساوي الحرارة في بلاطة لانهائية ۸ > ر > 0 إذا كانت الحواف 
معزولة لقيم 0 > × ودرجة الحرارة تحقق ”0 - (×) »و "1 -(5ة + × ) * لقيم 
0<. 
(:) أوجد الجهد المركب ونقاط الركود لانسياب مائع غير مضغوط خلال المنطقة 
المظللة بالشكل (0,765) (افترض أن السرعة الابتدائية للانسياب هي 4). 


إْ | 
الشكل رقم (9,۴). 


(5) أوجد خطوط تساوي الحرارة للوح مدون بالشكل )٥,۳١(‏ وله درجة حرارة 0° 
على الجهة الأفقية و 1 على الجهات الرأسية. 


الدوال حافظة الزوايا ۲۹۱ 





الشكل رقم .)٥,۳١(‏ 


(5) يتألف مكثف من ثلاثة ألواح متوازية : المتوسط نصف مستوى»› والآخران 
مستويان لہما مقاطع وجهد كما هو مدون بالشكل .)٥,۳۷(‏ 
أوجد تعبيرا لخطوط تساوي الجهد. 
(إرشاد للحل: استخدم دالة شفارتز-كريستوفيل). 
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الشكل رقم 0" رهة). 


(۷) بين أن الدالة : | 
(e /22( ]‏ اله Im e7“ z(cos a + isin‏ ح بو 
هي دالة الانسياب للمجرى حول صفيحة رقيقة ذات طول 2 وتميل بزاوية © مع 
الأفقي ؛ عندما تكون ( 0 < ) 4 = (م) 7. 








4۲ التحليل المركب وتطبيقاته 
(5,8) الأثر في انسياب الموائع (اختياري) 
Wakes in a Fluid Flow (Optimal)‏ 

اعتبر التأثير المباشر للانسياب ذي عرض لا نهائي وسرعة 4 (> 0) على رقيقة 
ثابتة لها عرض 44 وضعت بزاوية قائمة على الانسياب (انظر الشكل .))٥,۳۸(‏ 
الدالة : 

2 - جديا 
تصور خارج الدائرة ۾ = |2| تصويرا حافظا للزوايا إلى هذه المنطقة. باستخدام الدوال 
الثلاث الموضحة في الشكل (0,78) يعطى الجهد للانسياب حول الرقيقة الثابتة 
بوساطة : 
44+ ?¢ 4 + = ل - ع0 4 = زا تو w (O = dw - 4 G+‏ 





z + 2‏ = رى 
7 2 جو سے 
5 سے لاس هي oon‏ 0 
رر 0 28 0 2a‏ - 
ا مستوى -ي المستوى -2 المستوى -ه 
الشكل رقم (9,۳۸(. 


. 4 + 67( - :ريا - 22 ) = (ثم- ی - 4)2 = 0 
يمكن أن يستخدم الجهد المركب لحساب خطوط الانسياب والسرعة للانسياب 
عند أي نقطة م هي : 


A4 
¢? + 4a 


د 
Il‏ 
| 
1 
ا 





الدوال حافظة الزوايا 14۳ 

وتنشأ عند هذه النقطة مشكلة ليست في الحسبان وهي أن السرعة عند 

ه2 ± = ي لا نهائية. وبما أن السرعة اللانهائية ليست ممكنة فيزيائيا» فيجب أن نبحث 

عن حل واقعي لبذه المشكلة. وإحدى هذه الفروض هي وجود منطقة لا نهائية من الماء 

في حالة سكون650: :8 82:1 » تسمى الأثر (0لة) خلف الرقيقة. وسوف يكون الأثر 

محدودا بوساطة خطوط السيل الحر وتكون السرعة على امتدادها ثابتة محدودة (انظر 
الشكل رقم .))٥,۳۹(‏ 





الشكل رقم (9,ه). الأثر خلف رقيقة معدنية. 


يتطلب وجود الأثر تغيرا في تحليل المشكلة لأن الانسياب يحدث في مضلع محدود 
بوساطة الصفيحة وخطوط الانسياب الحرة . 

وتضمن نظرية التصوير لريمان أن المضلع يمكن أن يصور تصويرا حافظا للزوايا 
فوق نصف المستوى العلوي مع انتقال النقط 21 ± إلى 1 + . ويمكن أن تحسب 


۹4 التحليل المركب وتطبيقاته 


خطوط السيل في نصف المستوى العلوي بوساطة خطوط السيل الموجودة في 
المستوى -س في الشكل (٠0,5)ج‏ . 
ولحساب الجهد المركب (2) «» نذكر أن 4/42 = (7)2 ونعتبر الدالة : 
(2)'سدلي4 - (ج) 417 - (ج) ]1 

على امتداد الرقيقة » تكون السرعة موازية حور الصادات » إذن» 7 تكون تخيلية تماما. 
وبوساطة التماثل» ستكون قيمة السرعة متساوية عند 2287 بالرغم من أن الاتجاه 
سوف يكون مضادا. وأخيرا ستكون السرعة ثابتة على كل خط انسياب حر. هكذاء 
وبماأن 4-(060+)7 وخطوط الانسياب الجر تؤول إلى ه٠‏ فإن كل نقطة على 
خطي الانسياب الحر سوف تصور إلى النصف الأيمن من دائرة الوحدة. وبا أن 
0= (7)0» فإن نقطة الأصل تصور إلى ه ‏ أكثر من ذلك تكون (1-)7 موجبة وأقل 
من ۸4» لأن الانسياب يتباطأ عندما يقترب من الرقيقة. وعليه» يصور الانسياب إلى 
المنطقة المظللة بالمستوى -« في الشكل .)0,5١(‏ تسمى هذه المنطقة منطقة تقوس 
المنحنى (طمةإعهله1). لاحظ أن هذه المنطقة تصور فوق النصف العلوي من المستوى - 








& = - [sin (i log W)] = i [sinh (log W)] 
0 1 
(ج) ا مستوى - 60 (ب) المستوى -ي‎ 


V(oo) = A <0 


.)٥, ٠١( الشكل رقم‎ 





الدوال حافظة الزوايا 40 





ال مستوى -يٌ المستوى -<د2 المستوى - 
الشكل رقم 4١(‏ ,8). 


وتنقل النقاط 1» 60 أت وا إلى «o‏ 0ع 1- و 1› لبذا: 
0 
2 
أو بوساطة التمرين )۲٤(‏ بالبند (1,9) 


sinh (log W) = 


log W = sinh = log 0 1- اج‎ 


وبما أن (4/0/)2 = 77 » فإن المعادلة العلوية تؤدي 0 


1 dw _ 4 -_ 47 -1-¡ 


۹ 


dw ر‎ dv da dw _ dw df 
df do df 3 ول‎ df يل‎ 
: لكي‎ 
2 dé _ Ee 
dz 3 
ولہذا:‎ 


2-2 | [f7 -1+i [ 4 - تومه -1- تيج‎ + 2ik + م‎ 


۲۹٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


= )هل‎ -1( - cosh ' هل‎ + 2i0 +e. 
الآن حلت المشكلة‎ .» = cosh" 0 > ف‎ c00 = -i/2 بجا أن 0=« تناظر 0 = 2 فان‎ 
على الأقل في الصورة الضمنية» لأن خطوط الانسياب تعطى بوساطة المنحنيات‎ 


.Im w= constant 


تمارين (9,۸) 

(١)اعتبرفيضا‏ يتدفق من فتحة بقاع سفينة كبيرة شكل (0,57). افترض أن المائع تدفق 
كنافورة محدودة بوساطة خطوط انسياب على امتدادها وقيمة السرعة ثابتة» والانسياب 
في النافورة منتظم ويوازي احور التخيلي عند . أوجد خطوط السيل الحر. 
(إرشاد للحل: استخدم منطقة تقوس المنحنى «مهع5000). 











2 


Free stream a 


1 


stream line‏ ل 
الشكل رقم ( .)٠, ٤١‏ انسياب نافورة. 


() افترض أن أثرا تكون خلف السد في التمرين (۲) البند (/0,1). أوجد خطوط 
الانسياب الحرة. 


ملاحظات 
البند )8,1١(‏ 
لقد أعطي جدول للدوال حافظة الزوايا في المللحق» ودوال أخرى توجد في 
المرجع [160] ويوجد برهانان مختلفان لنظرية لريمان في المرجع [۷]. 


الدوال حافظة الزوايا 1 14۷ 

البند )١,۲(‏ 
تعرف التحويلات الكسرية الخطية أيضا على أنها تحويلات خطية» أو تحويلات 
مزدوجة الخطية (نةءهنذاةم) أو تعويضات خطية؛ أو تحويلات موبيس (تتممهككصةت داذطه/0. 


البند (ه ,ه) 
التطبيقات في المرجع [۸]. انظر أيضا [147] إذ إنه مرجع ممتاز يناقش بالتفصيل استخدام 


التحليل المركب في ميكانيكا الموائع. 
البند (۷, ه) 


انظر المرجع [227-232 .هم ,ه] لبرهان صيغة "شفارتز-كريستوفيل' وفيه يمكن 
استخلاص صيغة لتصوير قرص الوحدة إلى "خارج" المضلع بسهولة. 


البند (/,8) 
توجد مناقشة كاملة للأثر والنوافير (كاءز 4ة sەەس)‏ في المرجع .[MT]‏ 


الفصل السلاس 


مسائل القيم الحمدية والقبم ‌الابتدائية 


BOUNDARY VALUES AND INITIAL VALUES PROBLEMS 


)٦,١(‏ الدوال التوافقية 
Harmonic Functions‏ 


تعتبر "معادلة لابلاس ۸٥نا‏ هه هام1" 0= رر» + » ذات أهمية أساسية في الفيزياءء 
فهي تظهر في اتصالما بالانسياب الحراري وانسياب الموائع. كما تظهر مع جال الجاذبية 
ومجال الكهربية الساكنة. فعلى سبيل المثال؛ تمثل درجة الحرارة » في الانسياب الحراري 
الجزء الحقيقي من الدالة التحليلية 8+ = «. ومن معادلتي كوشي - ريمان نحصل على : 
VxJy = (= Uy)y = = Uyy‏ ) = بر(رظ ) = رزلا ) 7 xx‏ 

إذن الدالة » تحقق معادلة لابلاس» ويا مغل يكون للدالة «. 

تسمى أي دالة حقيقية (ز,:) » ذات تفاضلات جزئية متصلة حتى الرتبة الثانية › 
وتحقق معادلة لابلاس في منطقة © بالدالة التوافقية (عنهممصهم) في ©. 


مثال ١, ١١‏ ,5) 
بين أن الدالة تمر - ”×= ( ر, ») ؛ توافقية في ©. 
الحل 


للدالة » مشتقات متصلة من الرتبة الأولى والثانية : 


1 





f‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
Uy, = 2X, u, = -2y‏ 
ر e =2, Uxy TF Myx 7 0, Uyy‏ 
وفوق ذلك فإنها تحقق معادلة لابلاس لأن: 
0 > 2 ~— 2 = رررلة + عرلا 
إذن ۷ توافقية في '0» لاحظ أن( 22) 6ه = 4. 
ترتبط الدوال التوافقية بعلاقة وثيقة بالدوال التحليلية كما تبينه النظرية التالية. 
نظرية 
)١(‏ لتكن (2) بت + (2)/: = (2) كردالة تحليلية في المنطقة ©. عندها كلا الدالتين الحقيقيتين 
( 1)2 و( 2): دالتان توافقيتان في ©. 
(۲) لتكن (2)» دالة حقيقية وتوافقية في منطقة بسيطة الاتصال. عندها التكامل الخطى : 
u,dy ~uy dx ,‏ ا > (ع)لا 
1 
حيث 7 أي قوس أملس قطعيا في © يصل م2 و 2» هو دالة توافقية في © والدالة 
(2) دة + (2)لا = (2)/ تحليلية في ©. (تسمى (2) « المرافق التوافقي عنهمصعة؟ 
conjugate‏ للدالة .(u (z)‏ 


البرهان 
)1١(‏ إذا كانت لظ + ما = كر دالة تحليلية في ©. فإن ذلك يحدث للدالة : 
اا ~ J(2) - uy, + iv, = vy‏ 
هكذا تكون المشتقات من الرتبة الثانية للدالتين » و ۷ متصلة ؛ »راا = را ىرل ر۷ من 
حساب التفاضل › وبتطبيق معادلتى كوشى ‏ ريمان» نحصل على : 
Vy), 3 ( Vy 5-0 Myy 3x 5 (My) e (Uy), e yy‏ ( 7 بيرلا 


ويؤدي ذلك إلى أن كلا من » و « تحقق معادلة لابلاس. 


مسائل القيم الحذية والقيم الابتدائية ۳۰١‏ 
(7) للدالة »ا - ,: = (5)2 مشتقات متصلة من الرتبة الأولى وتحقق معادلتي 
كوشي - ريمان على ©. 
(y=)‏ و Ux), = ( -Uy)y‏ ( 
لأن » توافقية. وهذه شروط كافية لتجعل الدالة (2) ۴ تحليلية على 6. وبا أن © 
منطقة بسيطة متصلة » فإنه يمكن أن نستخدم النظرية الأساسية لتعريف مشتقة 
HE LS‏ 
f (2= F )2 dz = 1 (u, iu, ) (dx + idy)‏ 
(ads +udy) + i f (ur dy -udx)‏ | = 
ودالة التكامل الأولى هي التفاضل التام (اaنا١ءءءنف‏ 6مهءه) للدالة (ر)» = » حيث 
إن: 
u, dx = 4(2) +i 0 1‏ - رفي f(2)= du+ i‏ 
هكذا نكون قد أنشأنا دالة تحليلية (2)/ يكون جزؤها الحقيقي هو (2):: هذا يعني أن 
التكامل : 
4x‏ - رفي = (ج)را 
المعرف مع وجود ثابت اختياري ودالة توافقية في 19.0 
سنوضح استخدام التكامل السابق في حساب المرافق التوافقي في الأمثلة التالية. 


مثال )٦,١,۲(‏ 
أوجد المرافق التوافقى المعرف على © للدالة : 


2 2 
رر- جرع ين 


e 


الحل 


التحليل المركب وتطبيقاته 


وضحنا في مثال(١,5,1)‏ أن الدالة » توافقية على ©. با أن <2 - ,نه و بز2-> ,بن 


ay) = 2y + 6.‏ 2 = عفبرة + [2xdy‏ - عفر - جيم = v2)‏ 
لاحظ أن « توافقية على €» لأن 0 = ررد = ۷ وأن: 
+c.‏ توح + و2 + (2-y)‏ = + برد (©) f‏ 
دالة تحليلية شاملة (عتقصه). 
مثال )5,1١,7”(‏ 
هل توجد دالة تحليلية م7 + 4 = بحيث إن : 


X 


ر + 7× 





؟u=‎ 


الحل 


لاحظ أن غير معرفة عند نقطة الأصل» وعليه سوف نبحث عن مرافق 

توافقي للدالة » على منطقة متصلة بسيطة من [0] - € سنبين أولا أن دالة توافقية : 
ع م 

لي ” 


E 
E 1 


ي ر 
ر + (x‏ 0 
و 2x‏ 
ر + م 
إذن نحصل على مرافقها التوافقي بوساطة : 
2 2 
ا 0 2 = u,‏ - رفي = رم 
٠ (x+y)‏ 


= “yy 


5 ر‎ 
5 fa 


هه = ) 


ر + 7 





2 








مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية ۳ 


لاحظ أن الدالة : 





تحليلية لقيم 0 £ 2 
يمدنا التناظر بين الدوال التحليلية والتوافقية بعديد من الخواص المهمة للدوال 
التوافقية. 


مبداً القيمة العظمى Maximum principle‏ 
إذا كانت (2) توافقية وغير ثابتة في منطقة بسيطة الاتصال @» فإن (2)* ليس 
لبا قيم عظميٍ أو صغرىق ف .G‏ 


البرهان 
بإنشاء دالة المرافق التوافقي (2) « يصبح لدينا « + =ردالة تحليلية في ©. 


F (z) = 3 = ¢"‏ 
هى دالة تحليلية في © و 2ع = F()|‏ | وبما أن (5)2 لا تنعدم في © » وبتطبيق مبدأ القيمة 


العظمى والصغرى للدوال التحليلية على #» نجد أن “© ليس لہا قيم عظمى أو صغرى 
فى ©. وبا أن الدالة الحقيقية “© هى دالة تزايدية في »» فإن البرهان قد اكتمل .8ا 


نظرية القيمة المتوسطة Mean value theorem‏ 
إذا كانت  )2(‏ توافقية في ۸ > |-2] » فإن: 


(0) = L~ fu + re de, 0<r<R. 
2r 0 





£ التحليل المركب وتطبيقاته 
البرهان 

كون مرافقا توافقيا (2)« لكي تكون الدالة ۷+ »= ۶ تحليلية في 
>| مساج |. تنص نظرية جاوس للقيمة المتوسطة (Gauss’'s mean value theorem)‏ 
(انظر البند (7,5)) على أن : 


> م > 0 06 f(G+re)‏ ا = (6)/ 
2r 0‏ 
وبأخذ الجزء الحقيقي لكلا الطرفين نحصل على المعادلة المطلوبة. 


)5,١( تمارين‎ 

برهن على أن الدوال في التمارين من )١(‏ إلى )٤(‏ توافقية في ©: 
(x,y) = sinx sinh y (¥) ¢ (x,y) =e cosy (1)‏ ¢ 
(۳) ۶-37 = (ز, »)م (5) (in)2xyزو‏ ع ب $(x,u)‏ 


حدد ما إذا وجدت دالة تحليلية بخ + u‏ = (2) ا حققة للشروط الموجودة 
بالتمارين (5) إلى (۷). وقي حالة وجودهاء بين جال التعريف : 
u = sin x coshy (0)‏ 


u = log (x+y) )5( 





u= e" (¥)‏ 
أوجد المرافق التوافقي للدوال التوافقية المعطاة بالتمارين من (۸) إلى :)١١(‏ 
™) 1(7 مر ردن (9) )”7+ 7( log‏ 3د 
2 
tan ©‏ دينع )20310 ل ا 
“رز اين “برح 66-122 


(0) إذا كانت » و « دالتين توافقيتين . بين أن «ط + «ه هى أيضا توافقية» حيث © وط 
ثابتان حقيقيان. بين أن «» دالة توافقية إذا كان « و > مرافقين توافقيين. 





مسائل القيم الحذية والقيم الابتدائية نت ا 
99 بين أن |(108|/)2 توافقية متى كانت (2)/ تحليلية ولا تساوي الصفر. 
)١15(‏ بین أن مبدأ القيمة العظمى يتحقق لناطق متعددة الترابط (460ءعوصههء .(multiple‏ 
)١6(‏ برهن أن 21082- = logsin 0 d0‏ ا 
(إرشاد للحل: طبق نظرية القيمة المتوسطة على 1+z|‏ | 8 في 1 > <r‏ |“ 
واجعل ااجدم) 


(5,7) مسألة "دي رشيليه" 
Dirichlet's Problem‏ ° 
إذا درسنا التطبيقات الخاصة بانسياب الموائع » وسريان الحرارة» والكهربية 
الساكنة التي أشرنا إليها في الفصل الخامس. فإنناءسنرى أن الحل في كل حالة قد أعطى 
بدلالة دالة تحليلية تسمى الجهد المركب (0465881م «عامصهء). والجزءان» الحقيقى 
والتخيلي للجهد المركب » لبما معنى فيزيائى مثل خطوط الانسياب (وعهنا صسدعتة) » 
وخطوط القوف» ودرجاتت اران المتساوية وهنا ال للك ور عا اد 
فإن الجزئين الحقيقى والتخيلى لدالة تحليلية هما دالتان توافقيتان تحققان معادلة 
Au = U, + ty = 0‏ 
إذن تختصر هذه التطبيقات على إيجاد دالة توافقية في منطقة معطاة © وتأخذ قيما معينة 
مقدما على حدود المنطقة ©. وتسمى أي حالة مثل تلك مسألة القيم الحدية بمهفدهم) 


.value problem)‏ وأكثر تحديدا يكون لدينا الاي 
مسألة "دي راشي شيليه" 

إذا أعطينا أي منطقة اختيارية © فهل توجد دالة توافقية في © لها القيم المعينة 
على حدود 0. 


۳۹۹ التحليل المركب وتطبيقاته 
مثال (۲,۱,) 
أوجد دالة توافقية في الربع الأول ولما قيم حديةء 0 على احور الحقيقي و100 
على انحور التخيلي. 
المحل 
200 


w= -— 2 : الدالة‎ 
1 


تصور الربع الأول تصويرا حافظا للزوايا إلى الشريحة 100 >< > 0؛ حيث نه + ريعس 
لانظر الشكل .])١,١(‏ لاحظ أن الجزء الموجب حور السينات ينقل إلى الخط 0 = « 
بينما حور الصادات الحقيقي يصبح الخط 100 = «. وما أن: 


2 
aE (log 8 + 1 Arg 2( 
r 


200 
فإن الدالة : ا 
1 


تكون توافقية في الربع الأول وتحقق الشروط الحدودية المطلوبة. 





w= 0 
11 





الشكل رقم .)5.١(‏ تصويرا لحل مسألة "دي رشيليه". 


ليس لكل مسائل "دي رشيليه" حلول» ويعتمد وجود الحل على الشكل 
البندسى للمنطقة : فيوجد الحل عندما لا يكون هناك أي مركبة من مكملة المنطقة 





مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية وان 
تضغط إلى نقطة» وبرهان هذه الحالة خارج نطاق هذا الكتاب. ويمدنا التمرين (4) من 
تمارين (1,1) بمثال لمنطقة ليس لمسألة دي رشيليه حل لها. ومسألة دي رشيليه لہا دائما 
حل على منطقة بسيطة الاتصال © (* ©) . 
ولمعرفة كيفية الحصول على تعبير صريح » للحل عند أي نقطة ,2 في ©: 
نفترض أن ع دالة تصور © تصويرا حافظا للزوايا فوق قرص الوحدة 1> أي امع 
0 > (2) ۾ (يتأكد وجود هذه الدالة بوساطة نظرية ريمان للتصوير قصاممقم Reman‏ 
م وللتبسيط افترض أن ع دالة تحليلية في منطقة مفتوحة تحتوي على المنطقة © 
وحدودها دالة التحصيل "ع 0 » (انظر الشكل (7,5)) تكون توافقية على 1> || » 
ولذا وبوساطة نظرية القيمة المتوسطة للدوال التوافقية (انظر الشكل ))5,١(‏ يمكن أن 
نمثل (0)"ع 0 » كتكامل لمتوسط القيم "ع 0 على 1= أي | بكتابة : 
u0 g1)0( = - u og (e) 06‏ 
بوضع e‏ = يا نحصل على : 
كر ل )ايو 


211 l= 4 





الشكل رقم ر؟,ر3). 


وبا أن (2) ع =ئ» فإن التكامل يصبح : 





۳۰۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


كف ا 
dz (1)‏ 2ر 0 


وتشير هذه المعادلة إلى أن قيمة أي دالة توافقية # عند نقطة داخلية في المنطقة 
«G‏ يمكن أن تحسب على أنها تكامل للقيم الحدودية للدالة ». لاحظ تشابه هذه الحالة 
توضح الأمثلة القادمة استخدام هذا التكامل . 


1200 = 


مفال (” ,۲ ,5) 
لحل مسألة دي رشيليه في [۸ > |2|: 2! = © . لاحظ أن الدالة : 
zo)‏ - )1 
3-72 
تصور © تصويرا حافظا للزوايا إلى قرص الوحدة المفتوح مع ملاحظة أن 0= (20)ع. 
ولقيم م داعا نحصل على : 
- ا F>‏ __ _ مم 
|20 - 2ا2 (202 - 2-27 (2)ع 
لكي تصبح المعادلة (1) في الصورة : 


2l 2 dz 


= )2( ع 


2 
2 








2o 
2 








1 
»)2(= < | *)2( 





,2 - 2| 
بوضع z = reg z = Re“‏ نحصل على صيغة بواسون التكاملية للقرص ۸ > |2| : 


e: 
/ (2 


(re) = ن‎ f u(Re'*) 5 2 
27 0ل‎ R +r“ -2Rrcos(/-0) 


لأن: ( 2 202-20 )- 2| + |2| = zo‏ - جا 


- ترد تم‎ Rr (e re). 
. وبما أن “© = م2 نقطة اختيارية » فإن المعادلة (2) تتحقق لكل النقاط ۸ > إم2|‎ 





مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية ۳۹ 
مثال (5,71) 
إذا كانت © تمثل نصف المستوى الأيمن » وكانت م2 أي نقطة داخل 6» فإن الدالة : 
(2F 20)‏ /)20 © =2( ع 
تصور © تصويرا حافظا للزوايا إلى قرص الوحدة حيث 0 = (20)ع. وبما أن: 
0 _ _ )8(2 


EN, FE ma, 
: فإن صيغة 'بواسون" التكاملية لنصف المستوى الأيمن هي‎ 
7 Zo u(z)dz 





2_2 
م- “ج € 


وبوضع 7 - 2ء خصل على : 
u(if)dt‏ 20~ 
6 + 1 2% 





U (2o) > 


في المناقشة التي أدت إلى صيغة بواسون التكاملية للقرص 8 > |2| فرضت 
القيم الحدودية على أنها دوال متصلة. ولكن في تطبيقات كثيرة وكما في المثال (١ر۲,١) ٠‏ 
لم تكن القيم الحدودية متصلة. ومن المهم أن نلاحظ أن صيغة بواسون التكاملية تعطي 
دالة توافقية بالرغم من عدم تحقق الاتصال. 


نظر ية بواسوت Poisson's theorem‏ 
لتكن (9) ا دالة متصلة لقيم 7 > > 0 باستثناء عدد محدود من النقاط. إذن 
الدالة : 


EE a وناك‎ 
2r 5 Re - 2| 





توافقية في ۸ > |2| ٠‏ (704-(0)2 صا عند كل نقاط اتصال الدالة (0) 7]. 


1١‏ التحليل المركب وتطبيقاته 





07 2_7 

| اط حمل 

ويمكننا بالتعويض بالطرف الأيسر » للمعادلة (3) في التكامل أن نكرر التفاضلات 
الحزئية بالنسبة إلى × و ر تحت علامة التكامل لأن دالة التكامل الناتجة متصلة على 
8 > > |2|. إذن: 


Re® +z 
8 <a: 





Au )2 f مان‎ ake | 


لأن الجزء الحقيقى من الدالة التحليلية (2 “ع۸) / (2 +۸6) دالة توافقية» وهكذا 
r‏ 


لتكن 867 = » لاحظ أن: 

2r i4 چ‎ 
E ا د - و‎ 4 
م2‎ J Re -; ari AMR Gz & 


85 1 2 ل 8 
ود 86 E.‏ 


إذا كانت (0) 0 متصلة عند »= فإنه بإعطاء 0 <م يوجد 0< 6 بحيث 








إن > > | (ه) 0 -(7)48] | متى كانت © > | ©-6/ | (افترض أن نا لہا طور 27). 
وعليه : 





ip 
| 2)-U(a) |= 3 [ U(#)-U(a)) R e 


2 


مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية 51١‏ 











1 2r Rُ - 2ا‎ 
> س‎ U(¢م)-U(a)‎ 7; d¢ 
>+ | ع‎ IT 
27 Re“ - 2 





> ه-0|وة 


الآن إذا كانت 6/2 > | ه- 2عجمه | و8 <| 0-2 | فإن(انظر شكل 


"5 : 
Re“ - 2| > Rsin 5 :‏ 
2 
بحيث إن : 
مم -|z‏ 2م 
8 جه 8ك | U(%)-U(a)‏ | ا اده +ع > | u(z2)-U(a)‏ | 
sin‏ 206 


عندما ”826 ج 2 » وبا أن اختيارية» فإن البرهان قد اكتمل. 9 


ف 





الشكل رقم (۳,ا). 


التكاملية لإيجاد حل لمسألة 'دي رشيليه . 


YY‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
مثال )٦,۲,٤(‏ 
أوجد دالة ٠‏ توافقية معرفة على قرص الوحدة ولا القيمة الحدودية 1 في نصف 
المستوى الأيمن » والقيمة 0 في نصف المستوى الأيسر. 
د 
التحويل الكسري الخطي : 





)ب 

1+2 
يصور النقاط 1ء 1-» : و 0 إلى 1-» »: 0 و » وعليه يصور قرص الوحدة تصويرا 
عاف ا لاوا إل سارى التلتدوي: رتغ فد« الدالية 
بالدالة 084.آ(1/7) =« يصور نصف المستوى العلوي إلى الشريحة 1 > » > 0 حيث 
ان + » = 10( انظر شكل (4,7) وبالتالي الدالة التوافقية المطلوبة هي : 


1 ا‎ 
ERE EE اعم‎ 1 3 Î 
1 7 1+2 








الشكل رقم رف رك). 


ولحل مسألة "دي رشيليه" باستخدام صيغة بواسون التكاملية. لاحظ أن: 


1 سس ا 
5 كم 


2 








مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية 1۳ 


لأن 0 = (0) 1 في نصف المستوى الأيسر. وبوضع z=‏ نجد أن : 
1r d(¢-0(‏ 














7 arr 
(z) -2/2 1+r -2rcos((- 0) 
200/2 
ا ات‎ 
17 1- م‎ 2 -2 
ولذلك:‎ 
1+7 2_8 1 
tan —~— + tan سح‎ + — 
1-7 4 2 4 
tan Tt (Zz ) = 2 
1+r م‎ 0 
سا‎ tan tan + 
1- م‎ 4 2 4 2 





للتأكد من أن هذه الأجوبة متكافئة » لاحظ أن 
شارت | ج | 
i+z (i+ 2|‏ 
وباستخدام المتطابقة .(«انز) "مها = (را + ) عع» في نصف المستوى الأيمن نجد أن : 


25 )وچ 9| 


ری 
)١(‏ لتكن (2)» توافقية في ۸> أي - 2|. برهن نظرية القيمة المتوسطة للمساحة 








: (area mean value theorem) 























٠ 51‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
1 
2 


= u(z)drdO 
u) 6 ( rR 07 )2( 
(إرشاد للحل: استخدم نظرية القيمة المتوسطة للدوال التوافقية).‎ 
(؟) استخدم نظرية القيمة المتوسطة للمساحة لإثبات مبدأ القيمة العظمى للدوال‎ 
التوافقية.‎ 
إذا كانت » دالة توافقية في منطقة بسيطة الاتصال» بين أن » ۵4ع تحليلية. ثم‎ )۳( 
: استخدم التطوير في البند (0,5) للبرهان على أن‎ 
1 un ds = 0 
7 
حيث 7 أي منحنى مغلق أملس قطعيا في © و م2 المشتقة المتجهة عموديا نحو‎ 


(5) بين أن صيغة بواسون لنصف المستوى العلوي 0 <ر هى : 


u(t)dt :‏ مم ل 
+ 5-5 7ه که عت خم 
iy‏ + ردج 7 u (Zz) E TT‏ 
(5) بين أن صيغة بواسون التكاملية للربع الأول من المستوى هي : 
4xy 0 0‏ 
ا 0 ااا 2 ا ت م کے کے 
ب u(Z) 8 1 gg‏ 


(1) أوجد درجة الحرارة عند أي نقطة 2 في نصف المستوى العلوي إذا كانت درجة 
الحرارة (بالدرجات) على احور الحقيقي تعطى بوساطة : 
u ) =‏ 


f <1‏ ,0 
(۷) برهن على أن أي دالة تحل مسألة "دي رشيليه" والمتصلة على المنطقة ومحيطها 
(عنتومك») لمنطقة بسيطة الاتصال 6 يجب أن تكون وحيدة. 
(إرشاد للحل: استخدم مبدأ القيمة العظمى). 


مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية T10‏ 
(۸) افترض أن (2) : و (2) « دالتان توافقيتان على المنطقة ©» ومتصلتان على المنطقة 
وحدودها وتحقق (2) م > (1)2 على حيط 6. بین أن 2) ۷> (2)» لكل 
6 ع2. 
() إذا كانت © هي المنطقة 1 > |2| > 0 . بين أنه لا توجد دالة توافقية (2): في © 


ولبا القيمتان الحدوديتان 0=( u)‏ و 0 <4 =(0) 4. 


(إرشاد للحل: طبق التمرين (۸) للدوال , عدت u © = a‏ التوافقية في 


.(r <|z| <1‏ 
)١(‏ برهن متباينة هارنك (/ذلةداوعمز )ء٣814‏ ) : إذا كانت (2) توافقية وغير سالبة 
ف ۸> || » فإن: 








R> تا + 5 ا‎ 
e 0 7 


)١١(‏ إذا كانت (2) بن + (2) » = (2)/ تحليلية في منطقة تحتوي على ۸> |2|ء برهن 








: صيغة شفارتز‎ 
1 27 Re +z 
I= > f لوي‎ (Re D44+ (0). 
0 ال‎ 
4(4) 
e جد‎ db - f(0) . 


(إرشاد ا e‏ (0)ر+ iv(0)‏ = (0) » ( ` 
٠‏ لتكن (4) ا متصلة على 27 > # > 0 عند عدد محدود من النقاط » برهن على 


ع 


أن : 





U), 


Re’ - ج‎ 


g2 = = و‎ 


15" التحليل المركب وتطبيقاته 
دالة تحليلية في ۸ > |2| . 
(إرشاد للحل: أعد كتابة صيغة شفارتز). 

: بين باستخدام الطريقة الموجودة بنظرية بواسون أن‎ )١5( 


عد ي ت 
ر + ”ر × -1) 1 1 0 


دالة توافقية على نصف المستوى العلوي حتى إذا كانت () » غير متصلة عند 
عدد محدود لقيم 14 

)٠١(‏ استخدم التمرين )١5(‏ لإيجاد دالة (2) * توافقية في نصف المستوى العلوي» 
وتحقق القيم الحدودية التالية : 


dt , 2=x +iy, 


1< 4 1 
٤ >1‏ د 
)١(‏ كرر التمرين )٠١(‏ للقيم الحدودية التالية : 
0 > 1>8- ا 1 
u()= 41 — tft , 0>+>1‏ 
غير ذلك : 0 


(۳ ,6) تطبيقات 
Applications‏ 
درسنا في البندين (0,5) و(۷,٥)‏ ثلاثة أمثلة متشابهة تحدث في الطبيعة لمجالات 


اتجاهية في حالة اتزان منها: انسياب الموائع ‏ وسريان الحرارة؛ ومجال الكهربية الساكنة. 
واختيرت الحقول الاتجاهية - التي فرضت بأنها ذات بعدين وغير دورانية ‏ داخل 
منطقة © لا تحتوي على منابع أو مصاب. نعالح في هذا البند هذه المسائل لتحتوي على 


مسائل القيم الحذية والقيم الابتدائية 1¥ 


منابع ودوامات في المنطقة ©. وسوف تتطور النظرية الخاصة بانسياب الموائع » ومثيلاتها 
للمتجهين الآخرين. وسوف تقدم في الجدول )1,١(‏ بنهاية هذا البند. 

ونعود للقول بأن متجهة السرعة (2) 7 للحقل يساوي (70)2 والدالة التحليلية 
w(2)‏ هي الجهد المركب للانسياب . هكذا تكون دالة الجهد > ودالة الميل « > دالتين 
توافقيتين مترافقتين. وتختزل مسألة إيجاد خطوط الانسياب إلى مسألة "دي رشيليه. 
لاحظ مبدأ القيمة العظمى » أي "إذا كانت خطوط تساوي الجهد تكون منحنيا مغلقا 
» فإن ۲ تحوي نقاطا شاذة للدالة (2) » حيث (2) » دالة ثابتة في ©. بالطبع لا توجد 
خطوط انسياب مغلقة» لأن الانسياب ليس بدوراني. زد على ذلك أن "خطوط 
الانسياب » أو خطوط تساوي الجهد لا تبدأ أو تنتهي عند نقطة داخلية 20 للمنطقة 
6 وإلا وقع قرص صغير جدا مركزه عند في © وحدوده تقابل خطوط الانسياب 
م = (2) « عند نقطة واحدة ليس إلا » وباستخدام الاتصال » تحقق النقاط الحدودية 
المتبقية أمرين : إما ‏ < (2) « أو ۸ > (2) « متنحين عن نظرية القيمة المتوسطة. وعليه 
يمكن لخطوط الانسياب المختلفة أن تقابل فقط النقط المحيطة للمنطقة © (على سبيل 
المثال؛ عند المنابع) أو عند اللانهاية. ونوضح ذلك بمسألة في الانسياب الحراري. 


متال )5,",١١‏ 
لتكن الرقيقة © قرصا نصف قطره ۸» وله درجات حرارة حدية 1° في نصف 
المستوى الأعلى » 0 في نصف المستوى الأدنى » أوجد درجة الحرارة عند كل نقاط 6. 

وصف خطوط الخحرارة (ولقصصعتاهةة). 
امحل 
بتطبيق صيغة "بواسون" التكاملية نحصل لقيم “2م = 2 , 8>مء على : 


1 م‎ Re +z 
SS R d 
2 چ‎ 1: | 





۳1۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


1 2 2 
و لافيت يت‎ 
2r 20 R +r -2Rrcos((-0) 


an ا‎ tan ا‎ 


72 


2 مسر 





il 
بم | چ‎ 
چ(‎ 


0 








` -2RrsinO 
كبر ہا فإن:‎ = Arg ) + وما أن (خ‎ 


ru) = Arg {i [FR - [zl +8 -2([( 


N 


وعليه تعطى درجة الحرارة بوساطة الصيغة التالية : 











1 R 
u(z2)= — Arg i 
71 1-2 
: وتحقق خطوط ثبوت درجة الحرارة الآتى‎ 
, R+z 1 
Arg i = constant (ثابت)‎ 
R-z 


والدالة (2- 2(/)۸ + ۸) : تصور ۸> |2|. إلى نصف المستوى الغلوي» ولذا فإن 
خطوط ثبوت الحرارة تقابل الأقواس من عائلة الدوائر المارة بالنقاط ±۸ الموجودة في 
۸ > |2| (انظر الشكل رقم .))١,٥(‏ 





مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية ۳۱1۹ 


, 5+2 
6 6 
و یاد‎ 
Z1 1 
i 





الشكل رقم (5,5). عائلة من الدوائر المارة خلال 8 ±. 


افترض أن منبعا (أو مصبا) وضع عند نقطة الأصل» عندها يكون الانسياب © 
عبر منحنى جوردان حول نقطة الأصل ثابتا غير الصفرء وإذا كانت هي الدائرة 
= |2| » فإن مركبة السرعة الرأسية ,1 تكون ثابتة في كل اتجاه. كما أن خطوط 


الانسياب تكون قطرية عند نقطة الأصل. 


وعليه فإن: 
O= |v, ds = V, f rd =2,‏ 
و 
2 0 25 
0 ل CES a‏ 
0 


لأن |2| / 2 هو متجه الوحدة العمودي . وبما أن W)2(‏ =(2) ۷ » فإن: 
w= 2 log +e,‏ (0 عدد مركب) 
1 


إذن تعطى دالتى الحهد والانسياب بوساطة المعادلتين: 
, 2812 00 )2( ما : || u (2Z) log‏ 

على التوالي مع احتمال وجود ثابت حقيقي اختياري. لاحظ أن (2)« دالة متعددة 

القيم» وكلا الدالتين توافقيتان في أي منطقة بسيطة الاتصال لا تحتوي على نقطة 


۳۲۰ التحليل المركب وتطبيقاته 


الأصل. إذا كانت 0 < ن فإننا نحصل على منبع له القوة © عند 0 = 2», وإذا كانت 
0> 0 فإننا نحصل على مصب» وإذا كان المنبع ليس عند نقطة الأصل» ولكن عند 
النقطة م2؛ فإن الجهد المركب يساوي : 


2 


w )2( > 08 (Zz 20+ © (1) 


e Ts 
سبيل المثال» من تأثير إعصار أسطواني لكي تكوّن خطوط الانسياب دوائر متمركزة‎ 
الدائر في أي مستوى عمودي عل حوره ويسمى مثل هذا المجال‎ )»٠۲٥١9 على الإعصار‎ 
.(plane vortex field) دواميا مستويا‎ 

إذا تمركزت الدوامة («010470م) عند نقطة الأصل » إن الدوران ١‏ (د66هابمعزء) 
حول منحنى جوردان ۲ يكون ثابتا وغير صفري (0< '1 عندما يكون السريان ضد 
عقارب الساعة)» وحول الدائرة = |2| تكون مركبة السرعة المماسية .1 ثابتة» ولذا 
فإن: 

ل .ر( 
| 2 ا 
لأن |2| / 2 هو متجه الوحدة للمماس. وعليه» وما عدا لثابت اختياري» فإن : 
Ww (z2) = 3 log z = 2 arg 2+ lo î‏ 
o e GG‏ 
فإننا نربط المعادلتين (1) و(2) (عند 20) لنحصل على : 
10+ 1 
r‏ 


(2) 


)3( .ع +(2-20)ع10 





(z) =‏ نلا 





مسائل القيم الحذية والقيم الابتدائية ۳۲١‏ 


كجهد مركب لنبع دوامة متمركزة عند 20 بكثافة 1 وقوة 0. ونحصل على الجهد 


الجهود المركبة المنفصلة. 
ا 
Jlog(z 2; ) (4)‏ ,0+ )!5 2 = روس 
27i 2‏ 
مثل ما نحصل على الحقل الاتجاهي بوساطة التحصيل (51002هم62مناة). زد على ذلك 


فإن هذه النتيجة وخطوات النهاية المعتادة» يمكن أن تستخدم للحصول على الجهد 
المركب خط 2 من المنابع » بشرط أن تكون دالة الانسياب ©) © تكاملية : 


05 اع يعدت - ع)هه(96 j‏ = 17 


مثال (؟,”5,7) 
إذا تألف النظام من منبعين 5 لكل منهما القوة © › ووضعنا عند ,2 و 22 فإن 


الحهد المركب يعطى بوساطة الصيغة : 
O e E 20) 22).‏ 
2r‏ 
وتحقق خطوط تساوي الجهد المساواة: 
constant ,‏ = | 2-22 | ا 2 | 


وتعرف على أنها عيون القطط (3]65هونهصه1) ووضحت بالشكل (). تعطي عيون 


القطط » التي لها الشكل ٠‏ » بوساطة المعادلة : 
2 
—Z‏ 21 
E‏ 
لاحظ أن 2 + 2) هي نقطة ركود. 


Y۲ 





الشكل (5,5). عيون القطط. 


مثال (۳ ,۳ ,5) 
نظام يتألف من منبع ومصب لبما القوتان 9 و0- ومتمركزان عند ,2 و 22 على 
الترتيب ولبذا النظام جهد مركب يعطى بوساطة المعادلة : 











2 
w (2) = 2 log 2-2‏ 
2-22 21 
وتحقق خطوط تساوي الجهد أن: 
2-2 
constant‏ = 1 
2-22 








وتكون مايعرف بدوائر أبولونيوس (ودفه0110م4) المبينة على أنها خطوط مصمتة 
(68هذا 4ذامة) في شكل (1,7). وخطوط الانسياب هى عائلة الدوائر التى تمر بالنقطتين 
1 9 22. 


لتكن ZI7 -h‏ ,0 27 إذن: 





مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية YY‏ 


2 


1/7 
h h‏ 
. 07ح ص , (+1) و 2 - لشت يمر 0 = (ج) Ww‏ 





الشكل رقم (5,7). دوائر أبولونيوس. 


وإذا سمحنا الآن للمنبع أن يقترب من المصب» فإن © تتزايد في نفس الوقت 
لكى تبقى م ثابتة» ولنحصل في النهاية على نقطة مزدوجة (عاطناهل غصندم). ذات عزم مر 
عند 0. وخطوط الانسياب متجهة إلى امتداد ا حور الحقيقى الموجب. ويعطى الجحهد 





7 1/7 3 7 
w (z2) = — lim log | 1 + — = ge =, 6 
2 27 أ 0ج‎ 3 27 5 272 (6) 
وعليه:‎ 
2 كان‎ 0 
2r ×2 + ر + 2 27 ر‎ 





4 التحليل المركب وتطبيقاته 


2 2 2 2 
X— 2 3 ر‎ >= _P ٨2 چ‎ Jy + 2 ت‎ 2 
Anu Aru 4ny بورك‎ 





الشكل رقم (رك). نقطة مزدوجة (قطبين) عند نقطة الأصل. 


تتحقق الخطوات السابقة أيضا لقيم 20 المركبة» ولكن عزم الازدواج الآن هو عدد 
مركب له الزاوية (2 ۲8 + ) وينطبق مع اتجاه خطوط الانسياب عند نقطة الأصل. 


مغال )۳,6( 
نعتبر مسألة الانسياب الكامل للمنطقة الواقعة خارج قرص الوحدة» لكي 


يؤول متجه السرعة إلى 1 عند ه. 





مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية TYo‏ 


وكماهومبين بمشال c(0,0,۳(‏ البند (0,0)غ2 إذا كان الانسياب متماثلا مع 

حور السينات» فإن الجهد المركب يعطى بوساطة : 

1 

wı )2( جح‎ + — 9 

2 
لأن (1/22) - 1 = )z(‏ 7 وبإسقاط فرض التماثل» لاحظ أن الانسياب ربما يتعرض 
إلى حالة انسياب دوامى متمركز عند نقطة الأصل وله الشدة 1» وجهده المركب : 

E و‎ : 
211 

لأن متجه سرعته المناظر: 

iT 


VP (z)= ,س‎ 
0 272 


ينعدم عند © » وبوساطة التراكب (0۸نازومم۲ءصسء)» تعطى معادلة الجهد بوساطة 
المعادلة : 
1 
, 1082 ا + — + w(z)=z‏ 
Z2 27i‏ 
ومقدار السرعة الذي يحقق المعادلة : 


1 ج 
٤‏ +1 | =| (2)س |= | )7(2 | 





9 





2Riz 
: ينعدم عند الأصفار 20 (نقاط الركود) للمعادلة‎ 

ث 2-1-0 ل 4 
TL‏ 


أى أن : 


8 Ti+ ¥162 2 


471 


2s 








۳۲٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


وإذا كانت 4ك | '1 |ء فإن 40-1/ 77 - 1677+ 7= | ,2 |» وبالتالي فإن: 
+T‏ 
T2‏ 162 
وإذا كانت 4 < | '1 |» فإن نقاط الركود تقع على احور التخيلي وتحقق المساواة : 


_ T+ -1677 


3 
7T 


tan Arg وج‎ = 


وعليه توجد نقطة ركود واحدة خارج الدائرة . وقد وضعت خطوط الانسياب في 


الشكل (3,5). 





(ج) (ب) (i)‏ 
الشكل رقم (5,94). الانسياب الكامل لخارج قرص مع نقطة دوامة عند م ركزها 
0) >4> [>0 2 (ب) 4= 1 و (ج) 4< 1[ 


لانسياب منطقة © بأكملهاء نحتاج إلى دالة حافظة للزوايا ليس إلا لتنقل © إلى 
خارج قرص الوحدة» (1< | 2 |) ج 2:6» إذن دالة التحصيل 07 هي الجهد 
المركب للمنطقة ©. وكأهمية خاصة ليكانيكا الطيران (وءنصهه604:ة) نجد الانسياب 
الكامل (عتتصتةءناة عاءامصمه) لشكل جوكو فكسي (97إ101101:51) المعطى بالدالة 
+ ال ور ا ا ها فون ا 5/1003 وك للشكل 


مسائل القيم الحدّية والقيم الابتدائية YY‏ 


أن يوضع ليقارب القطاعات من الشكل البوائي(115كتنة)ء والار تفاع )1:f(‏ للشكل 


الموائى (اه؟نه) يمكن حينئذ أن يقدر. 





رب 
الشكل رقم (5,370). منظر ج وكوفيكسي (أ) المستوى سي و(ب) المستوى ج 


ويمكننا الآن أن نضم المعلومات من هذا البند إلى مقارنتنا بين انسياب الموائع› 
سریان الحرارة» والكهربية الساكنة (انظر الحدول (1,(). 


الجدول رقم ١(‏ ,5). المجالات الاتجاهية خالة الاتزان. 
0 
انسياب الموائع ا سريان الحرارة مجال الكهربية الساكنة 


+ لم 



























iw ح (ج)‎ 9 i log w (2) = 2 log Ww (z2) = log (z (م2-‎ 
2 27 


2-20 2-260 


منبع دوامي له القوة © والشدة منبع دوامي له القوة © عند 20 | شحنة لها القيم 0/27 عند 20 
















1 





-ip 1 


شت = (ج) jw‏ 
2-0 27 


زوج من الأقطاب المشتركة له 


العزم 2/م عند 20 
















ل w=‏ مت د رم بر 
م2-2 27 2-2 27 





ازدواج له عزم م عند م2 ازدواج له عزم معند م2 




















م التحليل المركب وتطبيقاته 


تمارين (5,1) 

)١(‏ أوجد دالة الجهد لحقل مستو لكهربية ساكنة لمستوى في 1 > |2| المحدد بوساطة 
أقطاب كهربية تمثل بوساطة نصفي الدائرتين 2/» > |0 | و27 و2/ > ام - 6 | 
و“ » ذات الجهدين 0 و » على التوالي. 

(۲) أوجد درجة الحرارة لرقيقة © على شكل نصف المستوى العلوي إذا أعطيت 
درجات الحرارة الحدودية بحيث تكون 100 على 1 < |« | و 0° على 1 > |×|. 
() أوجد الجهد المركب وخطوط الانسياب لسريان مستوى لمائع في نصف المستوى 
العلوي عندما يوجد منبع له القوة © عند 1 ومصب له نفس القوة عند 0. 

)٤(‏ ما الجهد المركب لانسياب مستوى لمائع له مصب قوته © عند 1- ومنبع دوامي 
قوته 0 وشدته '1 عند 0؟ 
في التمارين من (0) إلى (۸) أعطينا الجهد المركب لانسياب مائع » كوّن خطوط 

تساوي الجهد و خطوط الانسياب» وأوجد قيمة السرعة 7 ونقط الركود»ء والشدة› 

والقوة للمنابع الدوّامية» والعزم للازدواجيات وسلوك السريان عند ه. 


A log |+ 2) 
2r 5 
w )2( - ع1‎ 006 03 
2 
2 1 
w (2Z) = log ۶ ا‎ (¥) 
2 


w (z2) = az + 2 (1 , ه‎ , 0 < 0 (A) 
2r 2 


مسائل القيم الحذية والقيم الابتدائية ۲۹ 
(9) النقطة متعددة الأقطاب (eاmultipo)‏ تعميم لثنائى القطب (016م41)» محصل عليها 
بأخذ مصب له القوة © عند نقطة الأصل مع ۸ من المنابع ذات القوة 0/١‏ موزعة 
بالتماثل على دائرة نصف قطرها ”» وباعتبار 07 ثابتا عندما تؤول ١‏ إلى الصفرء 
بين أن جهدها المركب يعطى بوساطة العلاقة : 
9 دك 
ووجهت خطوط الانسياب على امتداد الزوايا للجذور النونية للنقطة 8 » مثل 
هذه النقطة متعددة الأقطاب يقال إن لبا الرتية 27. 


ارسم صور الدوائر الموصوفة في التمرينين )٠١(‏ و(١١)‏ تحت تأثير الدالة : 


1 E VEY 
2 
2-2 621 5 : 
إرشا : بين أن : تكد كس إن‎ 
5-5 اا بود ا‎ 
| عدي‎ =2 0 
| 6+1-i| كلمع‎ (01) 
متسلسلة فورير‎ )5,4( 


Fourier Series 
ترتبط صيغة بواسون التكاملية ارتباطا ملحوظا بمفهوم متسلسلة فورير. ولقد‎ 
: رأينا أنه إذا كانت ) 1 دالة متصلة عند كل النقاط 2 > > 0 فإن الدالة‎ 


ج قوير مر 1 
41 اع U (4) Re‏ 1 = )2(„ 





دالة توافقية في ۸ > |2| ولها قيم حدودية (7)4] = (1167): عند كل نقاط الاتصال 
للدالة /). ومن الناحية العملية» فغالبا ما يكون سهلا أن نحصل على (2) » بفك الطرف 
الأيمن من المعادلة السابقة إلى متسلسلة لانهائية. إذن: 














.۳ التحليل المركب وتطبيقاته 
z2‏ ع 27 1 _- 
٤‏ ا e‏ | ا | د 
ولأن المتسلسلة تتقارب بانتظام في ۸ > م > | 2 | فإنه يمكن أن نكامل حدودها حدا 
1 2 57 22 1 27 1 2 
e 26‏ )نا ا[ ا E‏ 1 د =2( » 


2| 3 7" c, e" z=ref , (1) 
n=1 
حيث:‎ 
1 1 2# 030 
Rf" c= — U(p)e 7" 90 (2) 
2r 35 


هو المعامل النوني لفورير للدالة (4) ⁄ا. 


مثال (۱ )٦, ٤,‏ 
أوجد الدالة التوافقية للقرص 8 > |2|التي لہا القيم الحدودية 4 005 = 1)9 
عندما تكون 27 > # > 0. 
الحل 
أولا نحسب معاملات فورير للدالة ) U‏ : 
5 2 
cos ge "® d¢‏ 1 = ين R"‏ 27 


27 م‎ 4 + g4 
ر‎ 
0 2 








مسائل القيم الحذية والقيم الابتدائية 1 











28 -i(n-1)¢ -i(n+1)¢ 27 
ا‎ + =0, n #1, 
2i| n-1 7+1 
1 214 7 
3 p~ =7, n =1, 
2 2i 0 
: وعليه‎ 
u(z) = zRe (rece = Re (Z/R) . 
)٦, ٤, ۳( مال‎ 


حفظ لوح على شكل قرص دائري نصف قطره #عند درجة حرارة ثابتة 100°٥‏ 
على امتداد نصف المستوى الأعلى حيط القرص وعند 0٥‏ على امتداد النصف 
الأدنى. أوجد درجة الحرارة عند أي نقطة 2 للوح. 
الحل 
هنا 100 = 1)0 لكل ۸ >>0 و7)4-0] لكل 27> > ي_ لذ 
تحقق معاملات فورير أن 50° -0© و: 
100 


2r R" cn - 0 1 e دوق‎ = || , 2<0 
0 in 


وعليه : 


4# 


u (2) = 50 +2 Re Û rE ونون‎ 


ا 


o0 2n+1 
د وو‎ E 


i0 2+1‏ 7 
وباستخدام الطريقة الموجودة بالمثال (۳,۲,۱) بالبند (۲,١)ء‏ فإننا نجد أن : 


o0 21 

2 1 1 
e | 2 - 1 ros | 
ا اعد‎ MG 2 1-2 








ا التحليل المركب وتطبيقاته 


إذن: 





2 
عن وميا Re‏ 2 يزو وك رو 
r 2i R-z‏ 





)| و ل يو ات 
R-z‏ 1 


LÊ 31‏ وہر 100 
1-2 7 
ويوجد ارتباط مشابه بين متسلسلة 'فورير" ومتسلسلة "لورانت" لدالة تحليلية (2)/ في 
الحلقة وم > |2 | > س.هنا: 





o0 


)3( “لت ,3 = 


H=—o@ 




















R" 1 )2( 
E 1 1 اج‎ dz 
2ri %ll=* 2 
ا‎ i0) inê 
ال > 1 ,4 7ع كنع ر ساح‎ > 5 
27 0ل‎ 
2 Kk 2 2 4 4 , 
٣ 3 r" 0 م‎ dp= | 2 3 tm Cn Cn gif ل‎ 019 
n=~k عدم در‎ 
k 2 
= 27 2 أ "شر‎ e, 
n=— 
لأن:‎ 
5 2r 
2 3 7” 
س د لوق ۶" "م أ‎ =0, mM 6 n 
0 (nm) 








مسائل القيم الحدّية والقيم الابتدائية تاس 


ما أن تمثيل متسلسلة "لورانت " يتقارب بانتظام في 72> رم > |2| > رم >” فيمكن 
أن نبادل بين عمليتي النهاية والتكامل حاصلين على متطابقة بارسافيل 
.(Parseval’s identity)‏ 


2 


40 


2 


1 
0 


e“)‏ عار 











k 

5 2 5 

d¢ = lim ا‎ 2 r" رم‎ e" 
ke 0 n=—k 


2 


OO 
=2 7" 


1=—00 


Cn 








إذا كانت ع = 2» فإن المتسلسلة في المعادلتين (1) و(3) يمكن أن يكتب كل منهما على 
الصورة : 
)4( ا 


موسج درو 


بجعل نه ديم لأن e2”‏ ره + e = c, e‏ ى) 2Re‏ 


مثال (" ,5 5) 


إذا كانت "2,» /<2 /)z2(=‏ دالة تحليلية وأحادية في منطقة تحتوي الحلقة 
8 > اا > r‏ بين أن المساحة لصورة الحلقة هى : 


nlc, [7 (R” 7۳”).‏ م 


امحل 
وجد في التمرين )١١(‏ من البند (2,1) أن التغير المكاني لمقياس المساحات 
الناتج بوساطة الدالة (2)/ هو'|(2)”/ |. إذن المساحة لصورة الحلقة هي : 


£ التحليل المركب وتطبيقاته 


f (re) ل‎ 





R 2#‏ 
e = e‏ ماما ا 
وباستخدام الطريقة المستخدمة في برهان متطابقة 'بارسافيل"» نحصل على : 


f" Vee سمه‎ jim fT | |“ 


=k 





O0 
-2« 3 | e, P7”. 


A=—0@ 


إذن» وبما أن التقارب منتظم فإن : 


ع سح ناج اس ax Ê‏ سو f, Fe‏ 


لس مور 


= 3 n | “n | (R” “تب‎ 


محر 


ليس من الضروري أن تتقارب متسلسلة فورير المعطاة بالمعادلة (1) إلى ()] . 
اعتبر على سبيل المثال» دالة 9) لا مختلفة عن 1)9 عند نقطة واحدة لاغير؛ ولكلتا 
الدالتين نفس متسلسلة فورير» ولكن لا يمكن تمثيلهما عند كل نقطة وتوجد الدوال 
المتصلة التي لبا متسلسلات فورير متباعدة عند كل الأعداد الكسرية # في الفترة 
]0,27[ ومسألة التقارب ذات أهمية أساسية لدراسة متسلسلات فورير. 

وقبل دراسة مسألة التقارب» من المفيد أن نعرف النهايات من جهة واحدة» 
وكذلك التفاضلات. فلكل 0 < ع النهايتان: 

U(¢+0)= lim 0280+ e) , U(#-0)= lim U (4-8) 


هما النهايتان اليمنى واليسرى ٠‏ و: 


مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية عرض 


(0 +4) نا -ك +81) 0 


lim‏ - (0 +م)'نا 
E‏ مجم 


U'(-0)= lin (0-فانا-هحفكنا‎ 


ب 

هما المشتقات اليمنى واليسرى على الترتيب للدالة ل عندم. لاحظ أن ل دالة متصلة 
عند #ء وتتطابق كلتا النهايتين من جهة واحدة مع (4) 17» وإذا كانت ل تفاضلية عند 
م فإن المشتقتين من جهة واحدة تتفقان مع (0')0. 

يقال لدالة حقيقية (/) 7 إنها ملساء جزئيا ((sسم)‏ طأدمصة )piecewise‏ على 
[5 , ©] إذا كان لها مشتقة متصلة عند كل النقاط ماعدا عند عدد محدود من النقاط › 
حيث تكون النهايات التي من جهة واحدة والمشتقات للدالة لا موجودة. 

تحل النظرية التالية» مسألة التقارب مجموعة مفيدة من الدوال . 


نظرية 
لتكن (4) 7 دالة ملساء جزئيا على 22 , 0] ودورتها 2» ولتكن: 
inê‏ 2# 1 00 
6 "م U(@‏ | دده 
إذن: 
ا 1 
e" = > [U (4+ 0)+ U )4- 0)]‏ ن |> lim‏ 


k> nk 


لاحظ أن متسلسلة فورير (4) تتقارب» وتتفق مع النهاية العلوية . ولكن الأخيرة توجد 
حتى عندما تتباعد (4) . 


البرهان 
إذا كانت 0) 0 تفاضلية على ط > > ه» فإن التكامل : 


026 e 


| Ue" سوه‎ j Ue" ag 


۳٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


ينعدم عندما © ج »> لأن التكامل الأخير محدود. وعليه» فإن التكامل على الفترة 


2 , 0] سوف ينعدم أيضاً عندما هه ج . الآن : 


/ 
s (® = >| يه‎ 


n=—k 


- ذل‎ ” 6 2) 4-8) ٤ 
2T0 


n=-k 


1 27 )ى _ (9-0 م‎ K+) 
ا اك ت ا کے کد‎ d 


sin (+ >)(%-9) 


de,‏ 0) نا : “ا 
(6-0 )هله 27 
وبوضع ¢ -0 ]م وبالتكامل على الفترة 2 [2z‏ وبتقسيم فترة التكامل إلى نصفين» 
بذج )مه ىل | 
09-4 1 +10 +4) (1] 2 |( = 4) يه 
كك 21 
(انظر الشكل .)5,١١(‏ 





الشكل رقم (5,11). 








مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية TTY‏ 


وعلى وجه الخصوص › إذا كانت 1 = ( 1)4 لكل #»ء فإن 1 = وه و0 = ره 

لكل 0ع #» وحيث: 

5 1 

1, SIN (K+ 2Y 
دا‎ f 2 2 
2 #خطزه‎ 
2 

وبضرب هذه المتطابقة في 0([/2 -4) 1 + (0 +8) 1] لنحصل على : 


_U(¢+0)+U(¢-0) 


Sk (%) 5 


27 


1 
0 1 
27 5111-2 
2 


: 1 
sin (Kk + 7 


] 0 ذا - ( -ق) ذا + (0 +ل) نا - 2 + ق)‎ )8- 0 ([ dt 


وا أن المشتقات من جهة واحدة للدالة ل موجودة» فان الدالة: 
HC 1 UY‏ يي يي 1 
1 1 1 
5111# 
2 
ملساء جزئيا على 7 > > 0» ولذا تطبق الملحوظة الأولى في هذا البرهان» والتكامل : 


„ sin (k + 
| 2 (U (+9 -U(4+0)+ (0-ف) نا - (1 - )نا‎ [ dı 
SIR 


ينعدم عندما مه ج۸ وعليه فان : 


= lim 5, (A [4-0)ن +(معن] لد‎ 
k40 2 


)5, ٤, ٤( مغال‎ 


بين أن : 
1 1 1 1 7-2 
تتا تاي د حك 
7.9 5-3 3.5 13 4 





۳۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


وذلك بحساب متسلسلة فورير للدالة : 
jsin@, 0> 8 > 2‏ _ 
u> | 0, 1 > 9 S2r‏ 


الحل 
الدالة (#)0]) ملساء جرثيا: 
Jp‏ +1 )ةفل هر :-1)ة 7 5 inp‏ 
C, = sin $e 2 e - € 0,‏ 21 
j sin 4e" ap =7 /‏ 
تؤدي إلى '[1 4] + = بيه , "[( 4# -5)1] = بء » والمعاملات الباقية تساوي صفرا . 
بما أن Ck‏ ع g Co‏ و0 - حا وا م فإنه : 


2kpi -2kg 
هوه‎ € + Co € 8 = 2 ,ره‎ COS 21# , 
c, e“ +c , e =2ic, sin Q , 


sing 1, 2 cos 8 
0 2 0 r 2 )1-220+224 


و على وجه الخصوص» لقيمة 5/2 =م نجد أن: 1 -(17)8/2» لذا: 


د لتيب لكين لني لل 
Ok-DOK+D)‏ 2 كن 


إذن : 


تمارين (5,5) 
)0( لتكن الشريحة © على شكل قرص دائري ولها درجة حرارة # -('©) » لقيم 
21 > 6# > 0. 


بين أن درجة الحرارة لقيم 1 + 2 تعطى بوساطة : 


مسائل القيم الحذية والقيم الابتدائية ۳۳4۹ 


(2--1) ونه 2 + - 2) ». 
(۲) أوجد درجة الحرارة في 1> |2| ء إذا أعطيت درجة حرارة الحدود بالدالة 
u(e“)= cosh ¢‏ . 
(۳) أوجد متسلسلة فورير لدالة ۸ = ( 6) لا على 2 > 4 > 0وتنعدم على 
2 >6 > 7. 
(5) أوجد متسلسلة فورير لدالة 4= (4) 0 على 27> 4 > 0 . 
)٥(‏ استخدم متطابقة 'بارسافيل" لبرهان نظرية "ليوفيل". 
(إرشاد للحل: بيّن أن "۸⁄7> | ,> | لكل »؛ حيث > | (2)/ر |). 
(1) طبق متطابقة 'بارسافيل" على الدالة # = (4) 1 وبين أن: 
2 


rR 1‏ 
(۷) بین أن : 
1[ = ثم 
90 
() طبق متطابقة 'بارسافيل" على الدالة "(2- 1) = )z(‏ ٠ء‏ وبرهن على أن: 
2م 1 
E EET e‏ ا 27 


(۹) طبق متطابقة "بارسافيل" على الدالة : 


للا دوج د هار 
وبرهن على أن : 
2 
(sin sin) 44 -‏ 
2 2 0 


(إرشاد للحل: (1(/)2-1- 2) =()۶ لكل 1 ± 2). 


e‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


)١(‏ للأغراض الحسابية قربت معاملات متسلسلة فورير في المعادلة (4) بوساطة 


اا دات الس 2 27و u)‏ و Nc‏ 
. ع لل n - N‏ 
إذا كانت مع ,ليم دس /ع ولق ع 3 بلقل ١.‏ 37 ع لل <N,‏ ره 


وب >0 بین أن: 


N2-1 Nrt Irk 
Ne, = DW wg إن اح‎ eS 
k2=0 4-0 N 
حت إن ١م = ,¥ . وعليه ,»د ,© = مت وتأتي كتحويل لمعاملات د۸‎ 
M1 
Cn k2 - "2 2 6 1 5 0 کک‎ kı N 
kı =0 N 


)١١(‏ عمم تمرين )٠١(‏ للحالة التي فيها =١, ٠۸, ٠..... N,‏ .هذه هي الخطوات 
المستخدمة في "تحويل فورير السريع . 


(°, ا) حویلات فورير 
Fourier Transforms‏ 


يمكن أن نكتب متسلسلة فورير للدالة (0) 0 ذات الدورة 27 في الصورة : 


> oe, ا‎ U0) e™ df 


0 مسدير 
وكذلك› إذا كانت ( #) ل لباالدورة 22027 فبوضع pA‏ - را نحصل على دالة 
دورتها 2,27 إذن (0) 7 لها متسلسلة فورير التالية : 


00 o0 
1 inp/ 4 
3 2 م 95 2 = "ع‎ 


11-0 0ح زر 


1 2 : 1 7A 2 
0 U (Aw) “ات‎ dw = سس‎ U(@ e" qd 
ر ر‎ 0) ( e ا سے - په‎ 04 / 


مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية ۳٤١‏ 
ومع ذلك ؛ فكثيرمن الدوال المهمة ليست بدورية» ومثال لذلك دالة النبض غير 
المكرر المفرد (وانام 8464أمعنتنا أاعدزه). نأمل أن تقرب هذه الحالة بوساطة دالة تتكون 
من نبضات متطابقة كل منها تبعد عن الأخرى مسافة 285» باحثين عن التأثير الخاص 
E‏ عندما © ج ۸ (انظر الشكل .)٦,۱۲(‏ لتكن ۸/۸ اء 
عرف : 

1 3 1 

4 “© 0 | حر =( 
ولاحظ أن 1/4 ,ا - رمم لي 


3 BE 2 u (fn) جما ( ع‎ 7 n) 0 


ددم مد ور 


1111111 لكك كاه كاه اس كك 


0 2 + 


الشكل رقم .)5,1١7(‏ قطارات من النبضات لتردد متناقص. 


إهمال المشكلات التقليدية » نحصل على التعبيرين : 














وس التحليل المركب وتطبيقاته 
TO, Oe‏ 


والتشابه بين الصيغتين للدوال 27 و » غير قابل للالتباس» ويقال إنهما يكوّنان زوجا 
من تحويلات فورير» وتسمى (/) بتحويل فورير للدالة (1/)4» كما هو بالبند »)٦,٤(‏ 
فإن المشكلة الرئيسية هي اكتشاف تحت أي ظروف تتطابق القيمتان (0) 0او ) لاء 
وحينئلٍ تمدنا 7) بصيغة المعكوس لتحويل فورير ». وهذا له التأثير لمضاعفة حجم 
الحدول المعطى للتكاملات» لأنه إذا علمت صيغة حل محكمة (closed form solution)‏ 
لتحويل فورير 1)0 فإنه يمكن معرفة ذلك أيضالمعكوسهما. تمدنا النظرية التالية 
بالشروط المفيدة التي تتفق بها 9) 0 و (4) 17؛ ولكن وبدون عرض الأسباب فهي 
تمثل أفضل نظرية لبذا النوع. 
نظرية فورير التكاملية Fourier integral theorem‏ 

إذا كانت ®) 0 ملساء جزئياء (7)4]| قابلة للتكامل على ه>م> م - فإن : 
Û j uD e at = [U (¢+ 0) + U (¢ 0)]‏ رم - pV Û (û‏ 


27 

البرهان 

بما أن |()7]| قابلة للتكامل فإن التكامل : 

| وان‎ a’p 
على‎ ٤ يتقارب بانتظام بالنسبة إلى على أي مدى محدود. وربما نكامل بالنسبة إلى‎ 
الفترة (7 , 7-)» ونعكس ترتيب التكامل. وعليه فإن:‎ 
7 ص‎ n و‎ 5 
1 1 ]/ ) رز‎ e? زول‎ dt = 1ٍ U4) 7 e dp dt 


مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية Er‏ 


-2 1 لحف لل رن‎ dd: 


0-0 


و:0+1] < © (0 ثابتة) يمكن اختيارها بحيث إن: 
8 
<40 امنا (a‏ 
إذن لقيم : 1< 4| - © نحصل على : 
3 )0 -0) 5121 
go A) 490<.‏ 1 وو كور 1 | 
وكما جاء با لجزء الأول من برهان نظرية التقارب لمتسلسلة فورير بالبند (1,5) : 


)1( 6 ج171 ل 7 1 


Luana aber 


ولكن بتغير المتحولات › نجد أن : 


2 [0+ 4) + U(O-¢)] 4, 


(4 - 512100 0+8 
و وير 
وينتج من ذلك أن: 
sinTp‏ ثم qy Û‏ ^ 
)02( ,48 [(0-4)نا + (8 +0)6] 7 1 e‏ ف ا 
وبما أن المشتقات' من جهة واحدة للدالة لا موحدة» فإن الدالة : 
(17)0-0- ( -7)0آ + (0 + 0)نا - )$ U(0+‏ 
0 
ملساء قطعيا. ومن (1) قإن : 
U(0+ $) +U(O0-¢)-U(0+0)-U(0-0)‏ | ل ١‏ 


7 |0 





t4‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


عندما مه چ 7 وبالتالى نحصل على : 
sinT‏ تم U(0+0)+U(@-0)‏ 
(0+0)+U(@-0) 1 1 7‏ 
9 
ام 1 U(0+0)+U(0-—0) lim‏ 3 
T> 0 74‏ 77 


PV Û(0) = lim 
چس‎ 00 J 


[U (@ +0) + 0)6- 0)]‏ ِ = 
وذلك بوساطة تكامل "دي رشيليه' [تمرین )۱١(‏ الوارد بالبند (۲,۲) ومثال )٤,٤,١(‏ 


« .)٤,٤( بالبند‎ 


مثال )5,0,١١‏ 
بفرض أن © = () 1 فإن |(7)4]| قابلة للتكامل. و(4) 1 ملساء جزئيا 








ولبا تحويل فورير التالي: 
01 ساي 1 g4 dp+‏ 8 = = )نه 
2 5 
(22)1+142له 
ويحقق : 
i costp‏ 
ALE E aE‏ 
dt .‏ — = إل سد ج 6 
r 1+1‏ 2 +1 .| 27 


قارن هذه النتيجة بالمثال )٤,۳,۱(‏ من البند .)٤,۳(‏ 


مثال )٦,٥,۲(‏ 
إفصل التكاملات كما في الحسابات السابقة للحصول على المساواة : 








مسائل القيم الحدّية والقيم الابتدائية to‏ 
2y‏ = ی لے | 
+ “م -م) 9 
فنحول صيغة "بواسون" التكاملية لنصف المستوى العلوي [التمرين (5) بالبند ])١,۲(‏ 
إلى : 
U(#)‏ 
“برح (0-x)‏ 

سق )مات 5 1 
arap‏ 01# ,] ,]= 
وبتغير ترتيب التكامل ويجعل () تمثل تحويل فورير للدالة 1)9 نحصل على : 

ضاير - 1 
dı‏ “انان )ير .1 ا = UG)‏ 


U() = 01 





| Re س‎ (1) e” dit ٣ (3) 
JE 
: لأن 0-) » = )4 للدوال الحقيقية 1)9 وبالتالي‎ 


2Re u ($ e” = u (Û e* + „() e” 


خاي )1( + 1Y (0 gti‏ = 
ا العامة على ر 


تمارين ,٥(‏ 5) 
أوجد تحويلات فورير للدوال المعطاة في التمارين من )١(‏ إلى (5). 
(إرشاد للحل: استخدم التكاملات عل المسار الوارد في البند .))٤,۳(‏ 


X b 
۲ س‎ )1( 
x? +b 0 x7 +b 





8 التحليل مركب وتطبيقاته 


2 
سک © ا‎ 
x +b“ (” +b) 


أوجد تحويلات فورير للدوال المعطاة في التمارين من (5) إلى (۸). 
(إرشاد للحل: استخدم التكاملات بالبندين (۲,۲) و(5,0)). 
و ی 0( ا 1 


1 
(A) (V) 
sinh x sinh x 


(5) افترض أن 4 = (1)4 على © >6 >0 وتنعدم على 0> 4 > .-٠١‏ أوجد 
دالة توافقية في نصف المستوى العلوي ولها قيم حدودية (4) ل. 

)٠(‏ بفرض أن اللوح © له شكل نصف المستوى العلوي» وله درجة حرارة 1° على 
الفترة [1 , 1-] ودرجة حرارة ”0 على الباقي من المحور الحقيقي. أوجد درجة 
الحرارة عند كل نقطة من 6. 

)١١(‏ افترض أن 0 =1 على أغلب نقط (6© ,6-). وبدون الاهتمام بالتقارب» بين 





X 








أن: 
[UHV ao= f uD 0041‏ 
حيث » و « تحويلا فورير للدالتين ا و7 على الترتيب. واحصل بالتالي على 
متطابقة "بارسيفال" للتكامل : 
fa‏ هه | f,‏ -مه f lucol‏ 
(۲) بین أن: 
o‏ 


(إرشاد للحل: استخدم تمرين )١١(‏ السابق). 














مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية E۷‏ 


(5,5) تحويلات لابلاس 
Laplace Transforms‏ 
للتكامل المطلق )eاitegrab‏ yاuteاabso)‏ على )-٠١,٥١(‏ فعلى سبيل المشال» دالة 


: (Heaviside function) هيفيسايد"‎ 
1, p>a, 
ومن‎ ' 6> 2 
3 ع‎ dp 1 


متباعد. ذلك لأن المضروب "٠ء‏ لا يؤول إلى الصفر عندما » ج #» ويأخذنا ذلك 
إلى محاولة استخدام مضاريب لہا الصورة “۹ع - 50م التي تنعدم لقيم 0 < 4 
عندما © ج#. تسمى الدالة : 
f UDe™ ap (1)‏ -©) (0)4) دك 
"تحويل لابلاس ذا الحهتين" (”اsfoمra؛ )two-sided Laplace‏ للدالة (4)]. بكتابة 
1 + و = ىء تصبح المعادلة (1) كما يلي : 
Ue“ e“ dp,‏ [ 

وهي تحويل فورير للدالة **ء (0)4 27 . 

وبدلا من تطوير 

تحويل لابلاس ذي الجهتين» من الملائم كثيرا أن نكتب التكامل (1) كجزئين : 

[7 UDe™ap= f وهات هنا‎ f° UM e™ ap 
= f Ude™ do+ f Ue" do, 


4A‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


ا ی ر ارا ا 
{UO} (9= f UD e™ dp. 2)‏ 
تحويل لابلاس من جهة واحدة (51060-عمه) للدالة )1ء ويمكننا فحص سلوك تحويل 
لابلاس من جهتين» لأن: 
{UA} (sS)‏ £ + زه -) ((4-)نا) ل = (ه) ((0)0ا): كه 

وتحويل لابلاس من جهة واحدة والمعرف بالمعادلة (2) له خواص عديدة مثل 
خواص متسلسلة القوى. وسوف نبرهن على وجود نصف مستوى التقارب متشابها 
مع فكرة نصف قطر التقارب في نظرية "آبل" (۳٠۲٥ء٠ا؛‏ 1'5ءطه) وسوف يتقارب تحويل 
لابلاس للجهتين في الشريحة ط > 865 > 26 حيث (5 > ©) متشابها مع التطور 
لمتسلسلة لورانت. 


نظرية 

افترض أن 1)9 ملساء جزئيا ولها رتبة أسية (05065 81نامعهدم»ه) (أي يوجد 
ثابتان حقيقيان » و © حيث تكون | (1)8 | “© محدودة لكل © < 4). إذن تحويل 
لابلاس )١(‏ (17) ل دالة تحليلية على 2 < 165 (نصف مستوى التقارب). 
البرهان 

لتكن 14 حدا نهائيا للدالة | (4) 1 | ”© على © <4»؛ إذن نخصل : 

|” كله “نت هاا‎ f IU e™\ap+M f le™|ap, 
ولكن (4) 10 محدودة على [0 , 0]ء لأنها متصلة جزئياء ويؤدي ذلك إلى أن التكامل‎ 
الأول محدودء وبالتالي فإن:‎ 

g7 (Res-a)® 


“^ ` ~)s-4(4 _ f° =(Res-a)9 5 
0| درول‎ f e ه > الك سوق‎ 
ا‎ | |4 ٠ / Res ~a 


مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية ۳4۹ 


[1,۳ 





الشكل رقم .)١,۱۳(‏ نصف منتوى التقارب. 


تؤدي هذه المعادلة الأخيرة إلى أن يتقارب تحويل "لابلاس" بانتظام على أي 


مجموعة تقع كلية في نصف مستوى التقارب» لأن: 


95 7 g (Res-a)# 
1 0) e ا‎ 


عندما تكون © < و# يمكن أن تختار لكي تجعل الطرف الأيمن من المعادلة السابقة 
أصغر من العدد الاختياري 0 < ع لكل ؟ في 2. 
وللأعداد الصحيحة 0 < «» تكون الدوال: 
dp.‏ تت UA‏ ا = )8( نه 
تحليلية في المنطقة ۾ < ى ع2 لأن : 
f HUD e™ dg.‏ - - ره) u,‏ 
إذن» وبوساطة نظرية 'فايرستراس"» تكون المتسلسلة للدوال التحليلية : 


3> lms O-m= f Ue d= 4 {UO} ) 


n=0 


o.‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


دالة تحليلية في » < .۸٠ ١‏ وعلى وجه الخصوص : 


= وان م‎ (0= - f HUD أت‎ df= 4 (UO) CG) 


.)5,5,١١ مثال‎ 


0 


بين أن : 





- € هر 
2 3 


.Res>-Rez لقيم‎ 


الحل 
فى المنطقة 7 ۸٠‏ - < 5وع2, نجد أن: 


| 2(6+ى)ه- 5 
ا ت dp=‏ م ع 1 2 {e}‏ 4 
2+ى | -)(s+2(‏ 0 








مغال (۲ ,5 ,5) 


قق من أن : 
n!‏ 
gl‏ 





= ("8] ب 
لقيم .A=0,1,2,.... gRes>0‏ 
الجحل 

بتكرار التكامل بالتجزيء» نحصل على : 


e 1ل‎ 


o0 
0 


4)0 = | 





مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية تود 


50 صم Hn‏ 5 4ن 1 
gp‏ ۶ع اد ب E‏ 
0 عمى 








n—] مم‎ n-2 مء‎ 
٣ 0"? e 11 





| 0 ا 
ال اي f‏ ]2 

ويمكننا أيضا وضع 0 = 2 في المثال (1,7,1) ونستخدم المعادلة (3) بتكرار لنحصل 

على النتيجة المطلوية. 
هناك نتيجتان أخريان مفيدتان في حساب تحويلات لابلاس هما نظريتا الإزاحة 
J> (shifting theorems)‏ أن : 
UMe™™ ag,‏ أ( UDe™)e™*‏ [ 

تعطي نظرية الإزاحة الأولى (first shifting theorem)‏ : 


{U(®} (s + 2)‏ هه = )9( }7# {U(®e‏ 4 
فالتعبير الأخير يعني أن 5 الموجودة في (40 4 قد بدلت بالمتغير 2 + 5. إذا كانت 0 < م2 


نحصل على : 
4 05 )نا f‏ حوة (XMH(G-a)e™‏ || 
بالتعويض بالمتغير » +9 > في الطرف الأيمن لبذه المعادلة» نحصل على : 
a)e ® dp= e“ ٣ U(@+ a)e™® d0.‏ - لم )81 (U(Q‏ 1 
يكن أن تعاد كتابة هذه المعادلة على أنها نظرية الإزاحة الثانية 
(second shifting theorem)‏ + 


4 إ(ه -8)8 )نا‎ =e“ £ {U(P+ a)}. 


حدق التحليل المركب وتطبيقاته 


ويوضح المثالان التاليان استخدام نظريتي الإزاحة. 


مثال (۳ ,5 ,5) 


تحقق من صحة ما يأتي لأي عدد صحيح 0 < ۸: 
Res > -Rez‏ وممتتح ع فقون عر : 
(s + z2)"‏ 


الحل 

يمكن أن تستخدم المعادلة (3) بالتكرار للحصول عل هذه النتيجة. ولكن الأكثر 
سهولة أن تستخدم نظرية الإزاحة الأولى عندما نحصل فعلا على نتيجة مغال 
0 إذن: ٠‏ 


-(2 + ) ("ل) ه = ته "ل ه . 


n! 
(s+ “رج‎ 


)١, 5, ٤( مثال‎ 


بین أنه إذا كانت 0 < ۾ فإن : 


(6)5+2-ى 
{e * H(¢- a)} = Res > - Rez‏ 4 . 
S+Z‏ 





الحل 
بتطبيق نظرية الإزاحة الثانية وا مخال )5,7١(‏ ينتج : 
امم مر e"‏ = ((ه )11 انع بم 
e}‏ )لد (6)5+2-ى ے 
وفي الحالة الخاصة» لاحظ أن: 
سے 


4A{H(¢- a)} = 5 Res>0, 





وذلك بوضع 0 = 2. 





مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية Tor‏ 
لاحظ أن تحويل لابلاس خطي : 
{a U(® + bDV(®} = ٣ [aU(@ + bY (9] e“ dp‏ 4< 


=a ۳ U(Qe™* ول‎ + b ا‎ VA تن‎ dp 


= a A {U(@)} +b £ 17 


مثال (ه ,5 ,5) 


بين أنه إذا كان | 2 دما | < ی 226 فإن : 
2 ' 0 
{sin z@ =‏ كه و بتي = zp‏ 1005 لد 


2 2 2 
S 2 S +2 








الحل 
لاحظ أن : 


4 {cos 2¢ = 4 ((e™ + ۶ع‎ 


1 1 1 8 
2 E ا‎ 2 1 
2 \s-iz S+iz دو‎ +z 


إ( ۶ع - {sin 2¢} = 4 (e‏ كد 


1 
2 -) 1 1 (1_ 
2ج + $2 2 +ى جز ىز 2i‏ 


Differentiation property خاصية الاشتقاق‎ 














إذا كانت 0)9 و (10')0 دالتين متساويتين جزئيا وذاتي رتب أسية 


: فإن‎ «(exponential order) 








ot‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
4{U(®} =s A{U(® }-U(0), (4)‏ 
حيث ('0) ا هي النهاية من الجهة اليمنى للدالة ). 
البرهان 
بما أن ا و 0ا من رتب أسية» فإن كل حدود المعادلة (4)» توجد على المنطقة 

© < ى ۸٠‏ وللبرهنة على (4) : كامل بالتجزيء: 

| 0) انا ول أن‎ | +s f UQe™ 1 

0 0 0 


مثال (5 ,5 ,5 


تحقق من أن : 
27 
Res>2|Imz‏ ھک 2 {sin‏ 4 
1ظ ظ (422+ 8)4 4 ١‏ 
الحل 
ما أن : 
(LR ETS 5‏ 
cos 2z@) = sin 20‏ و 1 ٤‏ 57 


فان خاصتى الاشتقاق والخطية تعطى : 
in 2z‏ 1 
| 4_224 ل ¢ = 2 كي 
1 ی {sin 20( =s‏ 

2 ا ا 1 كن 5 

(422+ 2ى)ى ((262+422 212 
عندما |22 1[ |< .Res‏ 
يعرف التلفيف (دهناناه07ه0ن) لدالتين (4)ناو(7)4 على أنه الدالة : 


E ا‎ UCD لاا‎ - 0 dt . 

















مسائل القيم الحدّية والقيم الابتدائية Too‏ 
لاحظ أن المبادلة بين ا و7 لا تغير قيمة التلفيف. وإذا > "ت الدالتان ل و7 قابلتين 
للتكامل على (6 , 0) فإن التلفيف يحقق المتطابقة : 

٠ 17 = 4 {U} {VW}. (5)‏ لا )ل 
أي أن "تحويل لابلاس للالتفاف هو حاصل ضرب تحويلات الدوال". والفروض 
السابقة كافية للسماح بعكس ترتيب التكامل : 
. 44 فل [ 4u.» = |” ] 1 UDVG-D dt‏ 
. 4ك H(G-1) dt ]e™®‏ ( - )!مانا 1 ا 1 - 
e“ dp [| dt.‏ ( -ل)11 ( - فاط 1 | UD‏ = 
f UD 4 7)4-011)4-2( dt,‏ = 

والتي نحصل عليها باستخدام نظرية الإزاحة الثانية : 

4{U} 4)‏ حي AU. - 4V} f UD e”‏ 
يشير المثال التالي إلى أهمية مفهوم التلفيف. 


مثال (۷ ,5 ,5) 
أوجد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية : 
)9( 7= 0 ) نا )27+ فوم + (ق) "ناد 2 + م) "نا 
مع 0 = (4)' نا = (0)0. 
الحل 
}®(2{7 = )ناك ])2° + [s + 2ws + (wî‏ 


ولكن بنظرية الإزاحة الأولى» نحصل على : 


۳o‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


52 5 2 
4e sin 20! چ‎ GEM YE 
وهكذا:‎ 
{UD} = 4z" e "sin 2% ((7)4)ك‎ , 
: تعطى الحل التالى‎ 
"تج 1 . = ( )نا‎ sin(z) -ف)لا!‎ 9 dt, 
7 0 

يعلل المثال الأخير المفهوم المهم لتحويل الدالة. ويمكن أن نفكر في العديد من 
النظم الفيزيائية على أنها أدوات ننقل بها دالة معطاة داخلة (input function)‏ 7 إلى 
دالة خارجية (6600منة ؛نامانه) 7). افترض أن كل الشروط الابتدائية تساوي صمرا 
على التعبير : 

))2( م5 
Z(s)‏ 

حيث "(6ئ)2» الدالة الحولة )transfer function)‏ » وهى مستقلة عن 7» لتكن ل الدالة 


{UA} = 


الخارجة عندما تكون ۵) ۸ = 9) 7ء إذن» وباستخدام مثال »)١, ١, ٤(‏ نجد أن : 
(U) = 4 (1(0 = +‏ 4 )20 
أو : 
{Ug «V} .‏ هه {Ug} {VP} =s‏ 4 5 - ا = 4U}‏ 
لذاء وبوساطة خاصية الاشتقاق نحصل على : 
(0) )0(0( برنا+ نه -ف) ”)برت *VY(O= f‏ برنه) - UM‏ 


وبمبادلة أوضاع ( )> و ( 7) كه السابقتين» نحصل أيضا على المساواة : 


Tov مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية‎ 
U(®=(V *U,) (ه)‎ - f (OU; (0-a 00 


لأن الشروط الابتدائية تؤدي إلى أن 0 = (1)0 تسمى المعادلتان (6) و(7) صيغتي 
دوهاميل (11185تترم؟ 2:061'5ط:ا) » وتعبر عن استجابة النظام لدالة داخلة (#) 7 بدلالة 
الاستجابة المتناولة عملا لدالة الميفيسايد „(Heaviside function)‏ 


تمارین (5 ,5) 
تحقق من تحويلات لابلاس ومناطق التقارب في التمارين من )١(‏ إلى (17): 








{cosh 20(- TEE Res>|Rez| (1)‏ كه 

4 {sinh 20(- ا‎ Res>|Re z|(Y) 
4 ) -(7)إاعصطط|<ودوعه 02 ىو شيب -(20 ماو‎ 

4 09 2= بك‎ 1 Res>|Imz| (€) 

4 ) ہر کیہ =( طمنو‎ Re s >| Re 21)6( 

(5)]ج Res>|Re‏ 3 تشب =( مه وا > 

4 {e "sin يح سح د« زور‎ , Re(s+w)>|Imz| )90( 
هم‎ {e "® وم‎ e e , Re(s+w)>|Imz| (A) 

22)35” -2( 


4 142 sin 2= Res>|Imz| (4) 


(s2 +27) ` 


0۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


28) -327( 





cos 2= EE Res>|Imz| (1°)‏ 142 كا 
S7 +z‏ 
2 
{c08 RED |Imz| (11)‏ 4 
S(s” +4z‏ 
{H(¢- a) sin 20(- 7 ) 2 cos za + s sin za ) ,Res > |Imz| (11)‏ ل 
S$” +z‏ 


-5 


€ 





4 {H(¢- a) cos z4= (s cos za - z sin za) , Res >| Imz| (1) 


2 + 82 
)١(‏ حل المعادلة التفاضلية : 
U" ) 9 +3U' (@ +2U(® = sin¢, ]0)0( = U’ )0(- 0‏ 
باستخدام تحويلات لابلاس. 
)٠١(‏ حل المعادلة التفاضلية : 
U(® = psin ¢ , U(0)=0, U’ )0- 1‏ + ) "0 
باستخدام تحويلات لابلاس. 
(17) حل مجموعة المعادلات التفاضلية : 
+sin 6 , U(0)=0‏ ©)7 - ©) نا -4) 'نا 
1 -(1)0 , كم ه)2 + ها)نا =@('7 
باستخدام تحويلات لابلاس. 
(1) أوجد تحويل لابلاس للحل العام للمعادلة التفاضلية 
0= ©) نال + $( U'‏ + 4( "نام 
)١1(‏ أعط مثالا لدالة ملساء جزئيا وليست ذات رتبة أسية (05062 [8معددم»»). 
)١9(‏ أعط مثالا لدالة ذات رتبة أسية وليست ملساء جزئيا (طاهمصه عوةوءههام). 


س 
٠‏ 


)۲١(‏ إذا كانت 4) 1 ملساء جزئيا وذات رتبة أسية» بين أن: 


4 j unas م‎ + #tu0 -1 f 9 


مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية 0۹ 


واستخدم ذلك لإيجاد تحويل لابلاس لتكامل ا لحیب (۲۵1عء اہ عهذة). 


د 9 


si (0= | 


إذا كانت 4) 1او 4) '00 ا برهن على أن 
الشروط المعطاة في التمارين من (۲۱) إلى (۲۳) قد مذت منطقة التقارب للدالة 9) '0) 
لتحتوي على نصف المستوى الأيمن المغلق. 


lim £ {U (¢)} =0 )19؟١(‎ 
lim s كل‎ {U (@ } = 0)0'( (۲۲( 
lim, s كه‎ {U (9 ( = lim 020 (۳) 
هل يمكن للدوال:‎ )۲۶( 
ا‎ 
وله 5 1-ى‎ 5 


أن تمثل تحويلات لابلاس للدوال 0)9 التي تكون مع 9) '7) ملساء جزئيا 


في التمارين من (50) إلى (۲۷) برهن على أن التلفيف له خاصية التوزيسع › 


: التبديل والتجميع‎ 
+ (V+ VP )=U+*V+U*V, 200 
زول‎ - 7+ 7 55) 


=U+* (V+*W) (۷)‏ 17 + ( ]1 + لا) 














1° التحليل المركب وتطبيقاته 


(۷, 5) تحويل لابلاس العكسي 
The Inverse Laplace Trannsform‏ 

نناقش في هذا البند وسيلة فعالة وقوية للغاية لحساب الدالة ®) 87 إذا علمنا 
فقط تحويل لابلاس : 
)1( 6ك "© انا f‏ -)( ©) تأ - (و)ن 
لبذ الدالة . وسنفترض أن ©) 7 لها رتبة أسية وأن | ©) 1 | ٠ء‏ محدودة لقيم 
© <م. 

إذا كتبنا # + ۾ = ء» فإن تحويل لابلاس يصبح : 

«0= j UMee™ dp, q>a, 


وهو تحويل فورير للدالة : 
|V27U(%)e*, 4-0‏ _ 
a (2‏ : | = 


ويما أن ۾ < و فإن |(#)س| قابلة للتكامل» ولذا تطبق النظرية التكاملية لفورير» 


وتؤدي إلى أنه عند كل النقاط 0 < من نقاط اتصال الدالة ۲ نحصل على : 
إل »ı(q + if) e"‏ 8 مط دق =PV P‏ وم 


2z 
1 عار‎ LBV ! u(q+i) e’ dt 
2z - 


1 + foo 
= PV f” uD eds, s=q+it, $>0 3) 
27 مسن‎ 


مسائل القيم الحذية والقيم الابتدائية ۳٦١‏ 
هذه المعادلة الألخير هي "الصيغة العكسية لتحويلات لابلاس" (inversion formula)‏ 
وتكتب (4) 1= ((1:)5) ١‏ 4ه عند كل نقط 0 < لاتصال 17» ونسمي ل التحويل 
العكسي للدالة ». لاحظ في هذه الحالة الخاصة» أن الدوال المتصلة والملساء جزئيا 
والتي من رتبة أسية لها تحويلات لابلاس المختلفة. 
افترض أننا نرغب في إيجاد تحويل لابلاس العكسي لدالة وحيدة القيمة (5)»؛ 
Res < ©‏ إضافة إلى أن (5) تتلاشى عناما ©» جه في « . لاحظ لقيم 
© < و ,7616 + بو = و أن : ا 


0 جح 8405# g14‏ کے | 59 


|e 
عندما »ج ۸ » بشرط أن تكون 0 > 0 05» م. إذن التكاملان المساريان فوق‎ 


المنحنيين المشار إليهما في شكل :)1,١5(‏ 


)4( ,0>م ds,‏ فزن کک 


272 


ds, ¢>0, (5)‏ كن رمن و 
72 27 





(ب) 00( 
الشكل رقم (5 ١‏ ,5). (أ) 0> و(ب) 4<0 . 





1۲ التحليل المركب وتطبيقاته 
يتقاريان إلى ((0)5)! له عندما » ج ۸. وبما أن (5)»: تحليلية في 4< Reء‏ فإن 


وأخيراء تؤدي نظرية الباقي إلى أن : 
)6( 0>٭ if‏ 027ل JY, Res‏ - )نا 


Res<qg 
ولأن الدالة الأسية “*© تحليلية فإننا نحتاج إلى استخدام نقاط شاذة لتحويل لابلاس‎ 
(ء) » في نصف المستوى © > 265. ودنا المعادلة (6) بحساب مفيد‎ = 4)10)4(( 
. 5 للصيغة العكسية (3) للدوال وحيدة القيمة (5) * التي تنعدم عندما © ج‎ 


)5, ۷, ١١ مثال‎ 


أوجد المعكوس لتحويل لابلاس : 
Res>0‏ 1 بے = 1(s)‏ 
(s +1)(s +2)‏ 
الحل 
للتحويل (5):: أقطاب عند 1- = 5 و 2- = ء. وباستخدام صيغة الباقي في المعادلة 
(2)6 خصل على : 
ع sp‏ 
ع U(Q) = Res.‏ 


مع — Res‏ + ا 
(s +1()5 + 2) (s + 1)(s + 2)‏ 


)٦,۷,۲( مثال‎ 


2s +3 
87 +4 





14(S) = Res>0 





مسائل القيم الحدية والقيم الابتداية 1 
الحل 
توجد هنا الأقطاب عند 27 ± لذا فإن: 


0121 sp 
00 گك‎ Reso; ا‎ + Ress; ا‎ 
S&S +4 sS +4 


واي ف + 21ے ف 5 
4i -4i‏ 


= 2005 20+ 3 29 


مثال ( ”, ل/ا, 5 ) 
چ 


e 
. 14(S) = 1 Res <0 
0 (s +3) 





المحل 
لا يمكن استخدام المعادلة (6): لأن (5): لا تنعدم عندما » ج على امتداد 
المحور الحقيقي السالب. إلا أن الطريقة التي استخدمناها للحصول على المعادلة (6) 


يمكن أن توظف إلى الآن بالكامل : 
42م 





ل #ى 
US) © 2‏ 
)3+ ) 9 
مج |e") 2 gF(#-2)c0s0‏ 


عندما © ج ۸ إذا كانت 0 > 4-2(00560). وبتطبيق نظرية كوشي نحصل على 
)م 1- 
1i |,‏ = = 1)0 لکل ۵>2 


4~ د 
(S +43)‏ مك مجم 2ri‏ 


۳14 التحليل المركب وتطبيقاته 





(ب) 0( 
الشكل رقم .)١ ,١8(‏ (أ) 2> » (ب) ۵<2 


ولقيم 2 <4 تعطي نظرية الباقي التالي : 


28م 





U@=— d 
02 221 ىن‎ 1 (s +3) 
Ress )تم 2 53 ِ کک‎ 
(s +3) 


وعليه فإن: 
e 8)4- 2‏ (2 -4) = 4). 
ولعكس تحويل لابلاس u(s)‏ المتعدد القيم ) يجب إعطاء اهتمام خاص لتجنب 


مغال (5 )٦,۷,‏ 
أوجد معكوس تحويل لابلاس: 


(= س‎ , Res>0 


سے 


مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية 1° 


الحل 


تشير نظرية كوشي إلى أن كلا من التكاملين: 
ع 1 
ds =0,‏ شب 
i is 1‏ 277 
حيث ,7 و ر هما المساران الموضحان في الشكل (5,15) وبا أن : 


|e *| = gRêcose ج‎ 0 1 


عندما تكون مه ج R‏ و 0 > 000506 ٠‏ فإن الدالة 0 = (0)4] لقيم 0 >0. 





الشكل رقم .)5,١5(‏ 


لاحظ أن التكامل ينعدم لقيم 0 < عندما «* + ۸ على نصف دائرة كبيرة في ر 
ھا 


م 


50 


1 € 
2 ly 


4 e ا‎ 7 res جو‎ 
27 0 





عندما 0 + ١‏ على دائرة صغيرة في 72 وعليه فإن: 


كنم ند 
f ٤‏ يمن = )0(“ 


2 000 


27 مجر 








۳٦٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


1 1 edt 1 حسم‎ edt 


-R lle” Di J-R le” 








= lim j 
R 
ر‎ | 











وبوضع لتم ر 
* جم ه +6 Rf‏ 
ا 

وباستخدام تعريف دالة جاما («هتاعصظ yy‏ نخصل 
على : 

T4) 1 

ل للك - ون 

سل قله 


مثال )٦,۷,٩(‏ 
حل مسألة القيمة الابتدائية (دصعاطهم عله اهنانصة) التالية 
wU (¢) = —sin wê,‏ + (فو) ناسعد + (ل) "0 


U(0 =0, U'(0)= 2 


الحل 
باستخدام خاصية الاشتقاق بالبند (5,7) : 
U'(O} ==? 2U} =>,‏ ممه - 4U}‏ 
Ww 2w‏ 
s4 {U(O)},‏ = [(4) نأك 
وبتحويل لابلاس للمعادلة التفاضلية تصبح : 


—w 





(s7 + 2ws + w2) - = e 


أو 











مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية 1Y‏ 
S— Ww‏ 
2w(s + w)(s? + w7)‏ 
وبوساطة النظرية العكسية («0:65عط ١0م‏ ۷ه1) لتحويلات لابلاس فإن: 
{U(%)}(5)e"*‏ كه Res‏ رح = (4) نا 


550 


= [(4) ]كه 


وعليه فإن: 


coswd-— e‏ مع "م "ع اأعر 
قا اح لان ا لل ا ل ل SS‏ 
2w 4w 4w 2w‏ 








مثال )٦,۷,١(‏ 
معادلة الانتشار الحرا اري (همهنوء )therm21 diffusion‏ في قضيب موصل شبه. 
محدود لبها الصورة : 
oU ^U‏ 


E ل‎ 7 


حيث 0 هي معامل الانتشار )cefficient of diffusivity)‏ الحراري في القضيب » دهي 
الموضع على القضيب» / الزمن و 7] درجة الحرارة. 
أفترض أننا أعطينا الشروط الابتدائية والحدودية التالية : 
,مه >> 0 ,0 -(0)2,0 


UO) =c#+#0, 1>0, (8) 
lim U(x,1) =0, 1>0. 


أوجد درجة الحرارة ا عند أي نقطة × لأي زمن ۲ . 
الحل 
عامل × على أنها متغير وسيط وعرف : 
{U(x,0}(s) = fj ©0141‏ 4 


١ ۳1۸‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
بوساطة خاصية الاشتقاق » تصبح المعادلة (7) على الشكل الآني : 


s4 !]0[ و د ل = (0,:<) لآ-‎ {U}, 





01 0 x 
وذلك بمبادلة العمليات الخاصة بتحويلات لابلاس والاشتاق بالنسبة إلى ×. ولأن هذه‎ 
» = £] المبادلة رعا لا تحقق » فيجب أن نتأكد أن الأجوبة تحقق حل المسألة. وبوضع‎ 
: نحصل على المعادلة التفاضلية‎ 
Ou s8 


u, 9‏ کک 
x 8‏ 0 


لأننا نعامل × على أنه المتغير المستقل و المتغير الوسيط فيمكن إعادة كتابة الشروط 
الحدودية في (8) على الصورة : 


٤ (10(‏ = نه "مه ,| - [(0,1) نأك - u(0,s)‏ 
و 
u(x,s) - ٣ lim U(x,)e “dt =0, (11)‏ يهنا 
بشرط أن تحقق المبادلة بين التكامل والنهاية» ويكون ا لحل العام للمعادلة (9) له 
الصورة التالية : 
Uu = e + E‏ 


وبما أن 0= من المعادلة (11) و 2/5 = يع من المعادلة (10) إذن: 
حوبت ا تخدم النظرية العكسية لتحويلات لابلاس أو الملحق (؟) 
Appendix )2(‏ لنحصل على : 


2 xlN# د‎ 
U), = لج ] أ‎ 1 e" dv )12( 


2 
وللتحقق من أن المعادلة (12) تمثل في الواقع الحل لابد من ملاحظة التكامل : 





مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية ۳1۹ 


5 


گلا رل ”ع 1 
2 0 
من المثال (۲,,۳) بالبند (۲,۲) وبذلك تحقق الشروط الابتدائية والحدودية (8) وفوق 
ذلك نحصل على : 
OU - 0 4‏ 
وو 6 لل 
0x Nad‏ 


8 oU ex e _@2U 





320 2 تيرق 








تمارین (/1,1) 
أوجد معكوس تحويلات لابلاس المعطاة في التمارين من )١(‏ إلى )٠١(‏ افترض 
أن كل تحويل يعرف في نصف المستوى 4 < 165 و ط عدد حقيقي 











)00 ۳( 
)۳( 9 0 )0 2 
)0( 090 3 
)ا ي ا 
a) 6 + (‏ +ى) 
)”© 





€ 
(۱۰) 
1 + $2 ( ۾ + و)ء 
استخدم الطريقة المستخدمة با مالين (1,۷,۳) و(1,7,5) لعكس تحويل 
لابلاس في التمارين من )١١(‏ إلى )١18(‏ افترض أن 0< 5 ,4: 
Re s>0 (1۲) 585 Re s>0 (11)‏ 


1 
Vs Vs 


ا التحليل المركب وتطبيقاته 





Loe 3 3 Res > max(a,b) (1) 
4 س‎ 


tanî &, Res >0 (14) 
5 


2 


40 
1م‎ | Res <0 (10) 
م‎ , Res>0 )13( 


, Res>0 (1¥) 





Res >0 (1۸)‏ ا 
2s‏ 
() حل المعادلة التكاملية : 
U(0) = ¢? + sin(/ U (Dads.‏ 
)١(‏ حل المعادلة التكاملية : 
A cos(¢ OU (dt.‏ 
(١؟)‏ حل المعادلة التفاضلية التكاملية : 
U'(¢)+ 1 U(Ndt - “®, 4>0,‏ 
إذا أعطينا (±0)ء = (7)0] وذلك باستخدام تحويلات لابلاس. 
۲۲) أو جد حل المعادلة التفاضلية للتأخير delay differential equation‏ : 
U"(¢) = U(¢-1)-U'(¢-1)‏ 
إذا أعطينا 1= (7)4] لقيم 450 >1- 
() حل معادلة التلفيف convolution equation‏ : 
/ 
)نا( -8) 1 +1- )نا 


)۲€( أوجد حل المعادلة الموجية (دمهداوء :)wave‏ 








مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية ۳۷۱١‏ 


x,t >0‏ و لآ U, =a?‏ 
تحت الشروط الابتدائية والحدودية التالية : 


U(x,0) =0, ,نه‎ (x,0) =0, U(0,)=sin Ê, (/,ط) نآ‎ - 0, 


حيث © و 5 ثوابت لا تتغير. 
(۵) أوجد تعبيرا لحل المعادلة الموجية : 
U, =a Uq,‏ 
على خيط نصف محدودء إذا أعطينا الشروط الابتدائية والحدودية التالية : 


U(x,0) = f(x), x>0 


U,(x,0)=0, x>0 
U(0, =0, 1<0 
lim U(x,) =0, 1>0 
: خيط محدود» تحت تأثير دالة القوى (/,<)/ » ويحقق معادلة الحركة‎ )۲١( 


1 
U, و‎ = f (x,( 


والشروط الابتدائية المعطاة هي : 
U(x0)= g(x), O<xSL,‏ 
U,(x,0)= h(x), 0OsxsL,‏ 
والخیط مثبت من أطرافه بحيث : 
U(L,t) =0‏ - (0,1) نا 
استخدم تحويلات لابلاس للحصول على تعبير لحل هذه المسألة. 
(/30) حل المعادلة التفاضلية الجزئية : 


.2<0 ,0> و لاير + وى لان = U,‏ 


VY‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
إذا أعطينا الشروط الابتدائية والحدودية : 
U(x,0) =0, XxX>0,‏ 


U(0,0=e(#0), 1>0, 
lim U(x,) = limU,(x,1)=0, 1>0. 


ملاحظات 

)١,۲( البند‎ 

توجد مناقشة أكثر فاعلية لمسألة "دي رشيليه" في المستوى المركب في المرجع 
[237-253.ممية]. ولمسألة "دي رشيليه" في الفراغ الثلاثئي دروس في نظرية الجهد 
(06053 1نا ) » وكمرجع كلاسيكي في هذا الفرع أنظر [ع]. والفرض على (9) 1ا 
في نظرية “بواسون" يمكن أن يهمل موضوعيا [11,05.19 مھ ,3ط 815]. 
البند 5 5) 

توجد معالجة كاملة لشكل "ج وكوفسكي" )Joukowski)‏ في المرجع [115-121.مم,8]. 
البند 5١‏ , 5) 

لأجل مثال للدالة التي لها متسلسلة فورير متباعدة على الأعداد الكسرية في 
[0,2] أنظر المرجع [546.م,1]. ونظرية كاتسينلسون [Smdia Math. (Katzelson)‏ 
[301-304 ,(26)1966 تبين أنه لأي فئة 5 قياسها الصفر (2650 6نا50625)» توجد دالة 
متصلة تتباعد متسلسلة فورير لبا على هذه المجموعة. والعكس » وبوساطة نتيجة 
كارلسون (دهوءانة0.]) [(135-157 ,(116)1966 »]Acta Math.,‏ فإن متسلسلة فورير 
للدالة المتصلة تتقارب باستثناء فئة قياسها صفر وتوجد مناقشة مركزة لمشكلة التقارب 
في المرجع 114]. والتكامل حدا حدا وكذلك الاشتقاق يمكن أن يطبق على متسلسلة 


مسائل القيم الحدية والقيم الابتدائية YY‏ 
فورير لنحصل على متسلسلة فورير للتكامل غير ا محدود أو الاشتقاق» إذا كانت 
الدوال المعطاة ملساء جزئيا. 
البند (ه,") 

اعتبرت تعريفات مختلفة لتحويلات لابلاس بالتتابع. وكل هذه التعريفات 
متكافئة حالة الدوران أو التكبير بالمقدار 272/.. 
البند 5١‏ ,5) 

يوجد جدول تحويللات لابلاس في كتب متداولة في الرياضيات ويوجد أحد 
هذه الجداول في الملحق. 
البند (/ا,5) 

لبرهان الوحدانية لتحويل لابلاس للدوال المتصلة أنظر المرجع [412.م,M].‏ 
وتطور الصيغة العكسية لتحويلات لابلاس من الجهتين قد عرقل بسبب عدم 
وحدانيته. وأي صيغة عكسية لتحول لابلاس من الجهتين يحب أن تأخذ في الاعتبار 
منطقة التقارب. 


الملاحج 


ملحق رقم )١(‏ 
جدول الدوال الحافظة للزوايا 


TABLE OF CONFORMAL MAPPINGS 


0 المستوى - ۷W‏ دالة التحويل المستوى - ,2 22 


ا 


b 
b a 
a 2ج = بير‎ 
€ {xy = باجام‎ = 2c} 
ساد = 2ر - تير‎ = c( 
x 0 u 
لا‎ 
ilb 
W = 22 
a 
x 
01 1 
2ج ع ين‎ 





Yo 
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دالة التحويل 











المستوى - .2 























الملحق رقم .)١(‏ جداول الدوال الحافظة للزوايا YY‏ 


تابع الملحق رقم .)١(‏ 
| المستوى - /إلا ١‏ دالة التحويل المستوى - ,2 ١‏ 


3 
1 
جدايم 





5 
1 
N|ف‎ 





Dashed line: 


3 
ky + ky 27 
( 72+ 1 0 (nr ) 1 





Ww = 0 

















w= sinz 0 
Solid fine: 


Dashed lines: 


“(#۳ 

















الملحق رقم .)١(‏ جداول الدوال الحافظة للزوايا ۳۷۹ 


تابع الملحق رقم .)١(‏ 
| المستوى - ۷W‏ 3 دالة التحويل 


وها - م +نم عد بن 








w= 2 VT FZ + Log (E 1) : 





w= 1 هع‎ + cosh] 














الملحق رقم (؟) 


TABLE OF LAPLACE TRANSFORMS 





مجال التقارب UNO)‏ )4(9 

0° (Rez <-1( T(z+1/s7 Res >0 

e 1/4 -z( Res >Rez 

sin zp 2/)s +27 ( Res > |Imz| 
coszp 52)/ى‎ + 2( Res > [Im 2| 

e” sin z$ وماج‎ +7] Res > Rew + |Imz| 
e” coszp 0 Î Res > Re w+ [Im 2| 
psinzp 252/2 +2) Res > |Imz| 
pcosz4 (2-2 تشب تي‎ Res > |Imz| 

sin? z¢ 222 / :)و‎ +42) Res > 2m 7| 

cos? z4 (2+22 +47) Res > 21m 2| 

(e -e"*)l¢  log|(s — w)/(s — 2)] Res > max{Re2|,|Re wj} 
sin 20/0 tan" z/s Res > |Imz| 

sin? 20/9 110g(1 + 42/5”) Res > 2|122 

lef (1221 0‏ “عوج لك مدي 

log ¢ (log s - 7)/s,7 = 0.5772... Res>0 


۳۸1 








AY‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


تابع ملحق رقم (؟). 
مجال التقارب {u(%)(5)‏ 4 )4(9 
H(¢ - a) e “/s Res >0‏ 
RTE Res >0‏ )1-240( “£ 


7 (sa 
1 -als : 
cos(2,/ 40) 3 Res >0 
e 

















كله 
als Res >0‏ 1 
cosh(2,a¢) 5‏ 
16 70 
Res >0‏ کے 4 24 
z0‏ 2 
-avs‏ 1 4 
N 6 Res >Û‏ اا 
5 2ل 


ومن أجل لائحة أكثر اتساعا لتحويلات لابلاس انظر [428-343 .مم ..]M,‏ 














الملحق رقم (۳) 
التكامات الخطية ونظرية جرين 


LINE INTEGRALS AND GREEN'S THEOREM 


التكاملات الخطية تعميم طبيعي لمفهوم التكامل الحدود 
fa (1)‏ | 

يقدم باختصار هذا الملحق تطور التكاملات الخطية لدوال (ر») ذات قيم 
حقيقية على منحنيات ملساء جزئياً في المستوى الإقليدي. 

لا يعبر مصطلح التكامل الخطي عن المعنى الصحيح لأننا نحسب التكامل كما 
اعتدنا على طول المنحنيات. لفهم ما يفيد التكامل الخطي نتذكر أن التكامل المحدود في 
(1) يتم الحصول عليه بتقسيم الفترة > × كه إلى # من الفترات الجزئية أطوالها 
,الك ...د , نلك ثم اختيار نقطة »× في كل فترة جزئية وحساب نهاية مجموع ريمان 
عندها: 


3 J (xr JA 
k=1 


عندما تؤول جميع الأطوال »2 إلى الصفر. 
يمكن اتباع طريقة نماثلة على دالة ذات قيم حقيقية (,:<) ر معرفة على منحنى 
أملس مر في المستوى الإقليدي ألا وهي : 


TAY 








۳۸٤‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


قسّم ير إلى ” من الأقواس الجزئية أطوالها: ,ک۵ ...و۵82 , رعق ثم اختر ( لر ») من 
كل قوس جزئي واحسب نهاية المجموع : 
SYA (2)‏ ,2 

ادم 


عندما تنتهي جميع أطوال الأقواس 45 نحو الصفر (انظر شكل (م .))١-‏ 


f(x,y) 





الشكل (م - .)١‏ مجموع ربمان للتكامل الخطي. 


بنفس الطريقة التي يمكن أن يفسر بها التكامل ا محدود (1) على أنه المساحة تحست 
منحنى من ه إلى 5 فإن التكامل الخطي : 
lim LO YDASu @)‏ = 1 | 
Kk‏ 


nıax As, 0ج‎ 


يمكن أن يفسر على أن المساحة تحت المنحنى / على طول 7 . 











الملحق رقم (7): التكاملات الخطية ونظرية جرين تنا 
من الممكن إثبات أنه إذا كانت متصلة على المنحنى الأملس ر » فإن النهاية في 
(3) تكون موجودة [301 .م ,8]. بالفعل ستكون النهاية في (3) موجودة تحت شروط 
أكثر ضعفا (انظر [5]). 
من النادر حساب التكاملات الخطية باستخدام مجموع ريمان من المعادلة (3). 
يوضح المثالان التاليان الطريقة المعتادة في معرفة حساب قيمة التكامل الخطي. 


مثال ١١,م(”))‏ 
احسب : 

1 Xyds 

7 


حيث × هو القوس على طول ”×= ر من (0,0) إلى (1,1). 





0 XxX بير‎ + Ax 


الشكل (م-؟). طول القوس. 


۳۸٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
الحل 
المقابل للتغير في المتحول المستقل من × إلى ×۵ + × تقريبا هو: 
(As)? * (Ax) + (Ay)‏ 
بقسمة الطرفين على (4) وبأخذ النهاية عندما تؤول + إلى الصفر نحصل على : 
ds) dy)‏ 
١‏ 0 
dx dx‏ 
حيث (5)2 هي دالة طول القوس التي تقيس طول القوس على امتداد المنحنى ‏ ابتداء 
من [0,0] إلى (7×,») . باستبدال المتغيرات ك ونربما يساويها نحصل على : 
xyds = 1 xy 1 + (y'(%))? dx‏ | 
0 7 
x 1+ 4x dx.‏ ا ج 
وبإجراء التعويض u =1+ 4x2‏ جد أن : 
f (u - 1N udu‏ جد de‏ 1+4 ر 1 
5 32„ 42 1 
1 3 5 | 


55/2 











1 
+1 
` 0 


إذا كان المنحنى ر معطى وسيطي (بارامتري) أمكن إنجاز الحساب كما في المثال التالي. 





مثال (۳(۵,۲)) 
احسب قيمة التكامل الخطي : 
yds‏ 


الملحق رقم (7): التكاملات الخطية ونظرية جرين TAY‏ 


حيث × هو المنحنى الوسيطي (البارامتري) : 
x=t-sint,y=1-cost, 0> 1> 2‏ 
الحل 
بإعادة كتابة المعادلة (4) على الشكل : 
9-4 
dt dt dt‏ 
وتحويل جميع المتغيرات في التكامل الخطي إلى دوال في ٤‏ نجد أن : 
j yas = | I-cost(l-cost)” + sin dt.‏ 
بتبسيط الجذر الثاني نحصل على : 
1-2cost +cos? 1+ sin t = (2-2 cost.‏ 
وبضرب الجذرين نحصل على : 
0 -1) 2= ر / 
sin = N27‏ -(2/ = 
لا تعتمد قيمة التكامل الخطي 95(لز,::) /[ | على منحنى أملس قطعيا ١‏ على التمثيل 
الوسيطي (البارامتري) للمنحنى ر. فأي تغيير في الوسيط (البارامتر) بالنسبة إلى المنحنى 
الأملس يتحدد بوساطة دالة تزايدية قابلة للاشتقاق باستمرار: (1)7= ۲ تصور الفترة 
8> 4>7 على الفترة 85> 1 > 4. 
وباشتال اخيرات امال السلسلة غا على : 
(Dat‏ ,0م 1 f foas= f‏ 


= f fC 2ں‎ ar 


= f FOYT (TaT 


AA‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
مغال ))۳(۳٣,۳(‏ 
أو جد قيمة التكامل الخطي 
x ds‏ 1 
7 


حيث < هو النصف الأيمن من دائرة الوحدة. 


الحل 
لتوضيح حقيقة أن التكامل الخطي يكون مستقلا عن التمثيل الوسيطي (البارامتري) 
سنستخدم تمثيلين وسيطين (بارامتريين) مختلفين للنصف الأيمن من دائرة الوحدة. من المهم 
أن يكون لكلا التمثيلين البارامتريين نفس الاتجاه الموجب على طول ر. 
() ضع 1= رو 2-0/1-42 مع 1>+>1- نجد أن: 
E RE‏ الك 
di f2 dt i? dt‏ 
وبالتالي : ۰ 
rE | )1- dt‏ 


ألو 


اس ]= 


3 


1 





-1 


(11) لتكن S111‏ = نر ,0051 = × 2 >> 2/2- وبالتالل فان : 
مع وبالتالي فا 


ds 8 
= sin? t+cos t =1 


dt 
وأيضا:‎ 


ri2 








2012 5 sin f 
| x ds = ا‎ cost دبل‎ 6 | 
7 -r/2 3 


الملحق رقم (۳): التكاملات الخطية ونظرية جرين ۳۸۹ 
يوجد نوعان آخران من التكاملات الخطية يمكن تعريفهما بالنسبة للدالة 
(.:)/ على طول بر. فإذا استبدلنا 4 ب ,جد أو ,درد في المعادلة (3) فإننا نحصل 
على التكامل الخطي للدالة على طول بر بالنسبة إلى × أو بر: 
jm LODA,‏ ]| 


Max AX, + 


j, fay = lim Dy ا‎ 
k 


max Ay, > 


يمكن النظر إلى هذين التكاملين الخطين على أنهما مسقطان للتكامل الخطي في (3) 
على المستوى ×z-‏ أو المستوى -2ز على الترتيب (انظر الشكل (م- 7)). 
يكون حساب قيمة هذين التكاملين الخطيين مماثلا لتلك التي حسبناها أعلاه. 


مغال ٤(‏ ,۳(۴)) 
أوجد قيمة : 
بره( - )ير | 
7 
على طول الجزء × الذي يقع في الربع الأول من دائرة الوحدة. 
الحل 
بالتعبير عن ر بوساطة المعادلات الوسيطية (البارامترية) : 
,2/2 > 1ع 0 =sinfl,‏ نر ,زوم دعر 
٣ sint(l — cost)costidt‏ = برقل( -1 )ر ا 
0 12 


82 


1 





1 
= (eos? 1 ~0 4 


0 

















الشكل (م - ”). المساقط. 


تظهر في التطبيقات التكاملات الخطية في التركيب : 
q(x, y)a, (5‏ + نر( ممم f ay)ar= f‏ +بةجريم | 
7 2 4 
حيث تكون م و و دالتين منفصلتين في منقطة 7 تحوي المنحنى /[. وعندمايكون ر 
منحنيا مغلقا بسيطا وللدالتين م و ۾ مشتقات جزئية متصلة في 0 فتوجد علاقة مهمة 
بين التكامل الخطي على طول والتكامل الثنائي على المنطقة © داخل مر. 


Green's theorem نظرية جرين‎ 


لتكن 6 المنطقة داخل المنحنى «المغلق البسبيط جزئيا. إذا كانت 20/2 › 
Oq/‏ <« عقلم2 « (:[ .003 و( ,)م متصلة عند جميع نقاط 7ل © فإن: 











اللحق رقم (7) : التكاملات الخطية ونظرية جرين ۳۹۱ 


pdy + qdx = ا‎ ± - 2 ry, 


شرط أن نحسب التكامل الخطي في الاتجاه الموجب (عكس عقارب الساعة) على طول /. 


البرهان 

لنفترض مبدتيا أن مر له الناصية : أي خط مواز لأي من المحاور يقطع بر على 
الأكثر في نقطتين. ارسم الخطين الرأسي والأفقي اللذين يحيطان بامحنى :(انظر شكل 
(م-5)): وبذلك يمكن تعريف الأقواس 480 و ٥2۸4‏ على طول بدوال وحيدة 


القيم للمتغير × في الفترة 72 ه لنرمز لتلك الدوال بالرمز (*) ور = بر و (*) كرد بر 
على التوالي. 
لاحظ التكامل الخطي : 
a 1 0‏ 1 006 


0 : 4 
= | ,01و‎ )0(48:- | q(x. fra, 





۹۲ التحليل المركب وتطبيقاته 


حيث 004 تبدأ من اليمين إلى اليسار. بسبب وقوع المنطقة © بين ا منحنين 480 و °24 





نحصل على : 
اا اا 
0 ا 0 ا 
(e)‏ ,£ .)و - ((ع) رماوا f‏ = 
و بالتالي 


qdx = j - Lardy 
×= با مغل يمكن تعريف الأقواس 801 و48( بدوال وحيدة القيم (() ,ع =× و (ر)رع‎ 
: على الفترة 4 كرك مع‎ 


d d 
pdy = p(g2(y),y)dy - | ز ,(ن) رع )م‎ (0 


e 


d 9 
= 0 لسر‎ = f j, pay 





يثبت هذا نظرية جرين للمنحنيات الخاصة التي في عين الاعتبار. يمكن تعميم نظرية 
جرين لمنحنيات لا تحقق هذه الخاصية وذلك بتقسيم المنطقة © إلى مناطق جزئية ,© 
والتي لحدودها ر تلك الخاصية (انظر الشكل (م- .))١‏ 

مع أن هذا الجزء واضح ذهنيا من أمثلة كتلك التي في شكل (م-2) فإنه يتطلب 
إثباتا صعبا أبعد من مدى هذا الكتاب. 





الملحق رقم :)١(‏ التكاملات الخطية ونظرية جرين 4Y‏ 





الشكل رقم (م - .)١‏ 


بتطبيق نظرية جرين على كل من المناطق الجزئية ,6 وتجميعهم مع بعضهم › 
نلاحظ أن التكامل الخطي على طول القوس الجزئي في ر الذي ليس بقوس جزئي 
من ر سوف يختصر في أزواج يسير كل قوس جزئي مرتين في اتجاه معاكس. وبالتالي 
یکون: 

f, مرف‎ -« If, ] 2 مز‎ 
2 pdy + qdx 


pdy + qdx 
))۳(۴, مغال (ه‎ 
: احسب التكامل الخطي‎ 
(x -2y dx + x dy, 


حيث 1 دائرة الوحدة» مستخدما نظرية جرين. 





۳4۹4 التحليل المركب وتطبيقاته 


الحل 
هنا < - (بر,عام و 2 -< - (نز ,)و0 
وبالتالى: 
ا 
dy Ox‏ 


: وتعطي نظرية جرين‎ 
(x-2y)dx + x dy = as [1- (-2)laxdy = 37 


حيث دائرة الوحدة لها مساحة تساوي . 


تمارين (م(7)) 
في التمارين من )١(‏ إلى (۸) احسب التكامل الخطي المعطى على طول المنحنيات 
المذكورة: 
ds )١(‏ عر | حيث ر الخط در و 0>×>2. 
x ds (¥)‏ ]| حيث ر المنحنى *+ دير و 1ك×>0. 
yds (۳)‏ ,| حيث ر المنحنى ر= 7× و0>×>1. 
xs )1(‏ ا 
x - 2xydy (0)‏ ر - ( ,| حيث ۶ المنحنى. 7×در و 1>×ك1 
0) التكامل الخطي في (5) حيث ١‏ دائرة الوحدة. 
dy (¥)‏ تمد + xy dx‏ 1 


حيث ر معرفة ب 21- 31 = ر 2-321 و1552 





2 
ا‎ 3 2 dx +2ytan "x dy, (A) 
7 1+ 





الملحق رقم (7): التكاملات الخطية ونظرية جرين دق 


حيث ر ال لمنحني المغلق : 
1 3ر + 23ر 
)١(‏ استخدم نظرية جرين لحساب تمرين (۸). 
)١١(‏ بين أن المساحة المحدودة بالمنحنى البسيط جزئيا والمغلق «ريكون معطى بالتكامل : 
1 
xdy- ydx‏ 0 
)١١(‏ استخدم نظرية جرين لحساب التكامل الخطي 
برك( ”ر + 2xy dx + (x?‏ ا 
7 
حيث , أي منحنى بسيط مغلق. 
(۳) بين أن: 
pdy + qdx =0‏ ا 


5 ا ا 2 
لأي منحنى بسيط جزئيا مغلق × إذا كان كل من 4»› م و مج = ج متصلة 
على وداخل ر. 
)١15(‏ لتكن (ن,*) إحدائيات مركز ثقل منطقة © المحدودة بالمنحنى البسيط جزئيا 
والمغلق ير. 
01 
y dx‏ ددر xo, dy,‏ 
حيث 4 مساحة 0. 


: أن‎ )١5( بين مستخدما الصيغة المذكورة في تمرين‎ )٠١( 
47 = | xy dy 

















۳۹1 التحليل المركب وتطبيقاته 
هل +0 تود | يمكن أن تكتب بدلالة *. 
7 


: أثبت أن‎ )١5( مستخدما الصيغة في تمرين‎ )١( 


2 
as‏ ) لم 9F ,2F‏ 1 
0y dn‏ 6168 
ا > الاشتقاق الاتجاهي للدالة ۴ فى الاتجاه العمودى الخارجى 
7 2 2 ِ ل 
للمنحنى بر. 
(۱۷) أثيت أن : 


| م‎ f dg. 








إجابات الأسئلة الفردية 
SOLUTIONS TO ODD NUMBERED PROBLEMS‏ 
الفصل الأول 
تمارین )١ , ١(‏ 
2+70١(‏ ؛ Li 2i: -2 +i‏ 


275 1ع 11+[ 7 [. 


.i1 › 21 › 2 )0( 

.2-72 210 +57 3-7 7+1 )۷( 

)٩(‏ 7-1 › 31 -1- › 14-51 › ولل 
17 17 


3+6i.5+4i(۱1)(‏ 9+1« ا 
2-2 


27) 


.3-47)١6( 
SR 0110/١ 
10 10 


.-10 )14( 


(۱) رمم دم 
(39) إذا كانت 60 ر2 ء فإن ,2,2 (- مربع طول 22) ,2 0# ولكن 0= و222 ؛ 
لذا نقسم كلا من الطرفين على مربع طول 22 لنحصل على 0 > 2. 


۳4۷ 

















۳4۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


(۲) 22 [- = رد Im‏ لذا م2 Im‏ = يمرت .)Re zı - Re z2) = 0 . [mm‏ إذا كانت 
.Re zz > 0 ùlj Re z, = Re z2‏ إذن 0 = ج2 .Im‏ 


. %1 - 2) - (1 - زوز‎ = (1 - i1) - (2 - (وزة‎ (YY) 


x EY x FY? _ X2 FY + 2 وو‎ 
: وس‎ 2 2 2 2 > 
Xx, tip, x» + iy» x +¥? 32+ و‎ 


. (A4 + BJ = A4? + B + 34B(A + B) = -b + 3ABvw (1) 


.w + aw + b= (w- A - B) (w? + (A + B)w + a) + (4 + 85‏ 
BY -4[a + (4 + B)”] = -3(4 - BJ‏ + 4( . 
(۳) استخدم قانون المبادلة والمصاحبة و التوزد يع للأعداد الحقيقية لتحقيق أن الجمع 
والضرب المركب تحقق أيضا هذه الخواص. وقوانين التطابق والمعكوس قد بينت 
في هذا الكتاب. 
)۳0( افترض أن كلا من 21 و 22 مضروبات عكسية للعدد 2 . إذن 


وده = 1 = 212 » 22 > 212(22) = (21)222 * رج . 


)١,7( تمارين‎ 


.cos( + 22k) + isin + 2k) 1ء 2 + ج‎ )1( 


١/2] )ده‎ + 2) + isin + 2)] + 2k 2ہ‎ )۳( 


۳۹4۹ إجابات الأسئلة الفردية‎ 
: 3060 26د‎ x 0.6435 + 27k 5 (0) 
steoscan "(2) + 27k) + sinan (2) + 2rk)] 
an (2) + م2‎ x 1.2925 + 27k ../53 (¥) 
./53[cos(tan (2) + 27k) +i sinan 1(7) + 27rk)] 
an 1(2) + 27k x 0.3805 + م2‎ «<29 (4) 


./29١ 20062 + 2k) + isin tan "(2| + 27k)] 


. 256-1 + )1١١( 

.-2 8 )۳( 

() + و23 . 

isin) 200‏ + كوم 4/2 )> isin‏ + وم1/2. 


197 
12 
isin) (۲۱(‏ +> ووه 3/2 )دز + 2)05 


E eR ) Co Sh (۱4) 
12 12 12 


وزوز + وو 2/. 


1-i —1-i -1+7 1+7 
“oe (wg ( wg ( xe 
2ل‎ ۷/2 ۷/2 N2 


() 2-1|=2|+|2-1|› 0ع بره + 37-4 + بور2 + 3% . 


(۳) 


.flz~a|-|z-b|l=e (¥) 


لدع التحليل المركب وتطبيقاته 


(۲۹( د اوقد يعاد a‏ 
= [وقوه - و22 2- | وه | + | 22 |]- 22211 - 22~ و2 |+ [lz‏ 
= (وة - 23()2 + 2( + (وة - ,2)(وة + 2) = (و2 - 22)21 - (و2 - 22)2- 
0= ,27~ ,27+ :| وج |- :| ,2| + ,22+ ,22~ :| بع |- | ,2 | 
(1") | و22 دز م | - | مت |+ | و2 - :2 كا وت |- | م2 + (وة - ,2) |>| و2 |- |2 |. 
بالمثل | و2 - ر2 |ك| ,2 | - | ج2 |. 
)۳( (2و2 + ,±2 | رد | + | ,2 |= (رء ± ,2,()2 ± ,5) = | ره ± ,2 | 
ورت 6< 2+ | z,‏ | + | بج |= 
a -2Rez7 (o)‏ |+ تزع دام دمل #دعه 2 | az | =1+| a || z‏ -1| 
و ]22 ها+ -|a f‏ ]1-2 (“]ه|-)( ”|| -)>0. 
(0”*) 0= 0 = (ن5)2 = )۶)20 . 


.|z |” (cosn@+isinn@ = "ع‎ =1 = cos2 7k + sin 2 (4) 





0 
لذا |z|=1‏ و 2/7 -6 ولکن 2 + 2 ے 0خ )22 لذا ,2 = رہ2 . 
ای 
gE =0 )(‏ 
1-7 


لأي جذر نوني للواحد ۾ حيث 1= 2 . بما أن العدد ۸ الأول من الجذور 
النونية للوحدة كلها مختلفة (انظر رين 9 وكثيرة الحدود (”1-2) لہا بالتمام 
# من الجذورء واحد منهم هو 1 فإن ”جع ...بج +1 يحب أن يكون له كل 
من الجذور النونية الأخرى للوحدة كجذر له. 


رجي ای-۲ | - رم ري |4| يميه |2- ”يه 5 >0 


2 ١ 
2 A ١ 
4 21 
+ (¥ ) ا‎ 1 





)٤0( 


إجابات الأسئلة الفردية ٤١‏ 


بعد ذلك ضع 7| م2 |< / ٩۸2|‏ < -ة. 
+٠‏ |2 | (يه- (a,‏ | 2 | +(,ه - |(1-z2)p(2)|> a, ~[(a,‏ 
+a, |2|" ]‏ 5 | |(يه- رره) + 
ويحدث التساوي عندما وفقط عندما 2-0 (انظر التمرين (757)). 
1+ (1)م و 0 <|(2)م(1-2) | للنقاط المتبقية من 1 كا 2 |. 


تمارین (۱,۳) 


(۱) 
(۳) 
(0) 
(۷) 
(4) 
)۱۱( 


(1۳) 


مفتوحة» محدودة» مترابطة ببساطة. 

مفتوحة» غير محدودة» ليست مترابطة. 

مغلقة » غير محدودة» مترابطة ببساطة. 

مغلقة» غير محدودة» مترابطة ولكن ليست بسيطة الترابط. 

مفتوحة» محدودة» مترابطة ولكن ليست بسيطة الترابط. 

الدائرة 2 -|3 + 2| ؛ خطان 21 - zص]؛‏ القطع المكافئ 2 + 162 > || 3 
القطع الناقص 42 + | + |1 + 2| ؛ قطاعان ناقصان 3 = |1 + 7| + |1 - 2| 
و20/2 -|1+ج|+|2-1|. 

لتكن برك ,... ,82 ,81 مجموعات مغلقن ةإذن »ئ-€ مفتوحة. ولكن 


U 8,‏ - € = (,8 - €) ,ا مفتوحة. 


)١15(‏ إذا كانت ,٤ےل‏ © 2 بحيث إن كلا من »5 مفتوحة» فإن 2 نقطة داخلية لمجموعة 


ماىى. إذن يكون جوار -8 للنقطة 2 محتواه في »ى وبالتالي في بوكب لآ. 


(1) افترض أن الإغلاق 5 غير مترابطة. إذن يوجد مجموعات مفتوحة 11,0 بحيث 


إن GUH‏ 2.85 77م فارغة و 0.5 7 ليست فارغة. وبماأن5 




















۲ التحليل المركب وتطبيقاته 
مترابطة فإنها تقع في مجموعة واحدة من هذه المجموعات› لتكن 6 مثلا. إذن 8 
موجودة في مجموعة مغلقة 5677 لذا 0177 5 فارغة» تناقض. 
(2=0)4. 
(؟)م دي لا تملك نقاط تراكم. 


)١,5( تمارين‎ 

(1) 2-11>28إ2 22-2 لذا ضع 28 -ع. 

)۳( 5 > + 2| لذا ضع 5-ع. 

.|2z-3(-)-1 + 29| = |22 -2 - 2| = 2|2 - )1 + 0| > 25 = )0( 




















2 2 
EEE a 0‏ 
|2-2| 2-2 
35 3 
EEE HEED ESEH)‏ عاك وي م 
|2-1| 7-1 
لیکن 6>1 واختر 48 - ع . 
)11( م - معز|ه - م ؟| (م - |Rez-Rea|=| Re(z‏ 
لذا lim Rez = Rea‏ . 
جع 
2-a |< 8 =8 (1)‏ ك8 - 7 | لذا 7= .lim7‏ 
20 
.limRe f(z) = Re(lim £ (z)) = Re f(a) (10)‏ 
وعد 
)1۷( م <| f(a)‏ (م)/ >|| مير Il £(DI-=|‏ 
2 3 
3 [ل+ج اج 1- 
4 >> تش رونا = سي صا عندما 1 = 2ء غير معرفة عندما 1- = 2. 
E RET‏ 12221 ا َ 

















إجابات الأسئلة الفردية £ 


)۲١(‏ 2,20 -(2)/ لذا الدالة متصلة في (1)0-) بوساطة تمرين .)۱١(‏ با أن 
0= 11۳7 نعرف 0 = (0) حتى تكون [متصلة في 6. 





2 2 
(م0) جح = (2)/ دالة متصلة في (0)-© لأنها خارج قسمة دالتين متصلتين 
x+y‏ 1 
ولبا مقام ليس بالصفر. النهاية (2)/ lim‏ لا توجد لأننا نحصل على 1 عندما 
چچ 
نقترب على امتدد احور الحقيقي » 1- على امتداد احور التخيلي. إذن لا يمكن 
أن نجعل الدالة متصلة عند 0 = 2. 


(0؟) czw + dw = az + b‏ إذا دان عله 





z=‏ لقيم ©/#4-ع 2 و 4/٤‏ ۶ «.النقطة 


CW—ad 
.© / © تصور إلى » و 50 تصور إلى‎ “4 / 
EEG | به || - | مه |<| (2)م‎ | +--+ | an |[ < 0 (¥) 


)١١ ( تمارين‎ 
. رك‎ = € (cosy + i (برستة‎ = )١( 
.~ify = cos x cosh y - i sin x sinh y = f, (%) 
. 5422 +4 )0( 
2 
~2 
(2-7 
[f(z + ماع + دم‎ +h))]-[f (z2) + [(2)ع‎ )( 
ل‎ )2 +R) = f(2) + 8)2+7(- g(z) 
h h 


(v۷) 





. (P/Q) ' = (QP' - PQ'YQ? (11) 
. رولکن 0 = رز‎ > 1)17( 


1 التحليل المركب وتطبيقاته 


2| x 


aD 
کال و > رل لقيم ۶0 2 » والنهاية‎ )۱٥( 


تقترب من 1 عندما 0 ج 2 على امتداد جزء احور الحقيقى الموجب وتقترب 
من 1- عندما 0 ج 2 على امتداد جزء ا حور الحقيقى السالب. 
(۱۷) ×2 = كرولكن 0 = رز » لذا الدالة لبا مشتقات فقط على امتداد المحور 


ل صا غير موجودة لأنها 
z40 2‏ 


التخيلي لأن 
: 500 
وب i E‏ _ )£ - فخ لك ورد جور 
2 و 0ج2 
2 
لان عدم إ4 اا 
2 


(0) برح ور ولكن ×1 - 2y‏ = رآ لذاكريمكن أن يكون لبا مشتقة فقط عند 0 0 
عش يرز - (0)"ر/. 


(١؟)‏ استخدام قاعدة السلسلة في التمرين .)۲١(‏ 





حيث 0 = 


Fr = r(x, F Vyyr) = XV, F yv = —xUy + YU, = ولس‎ (۲) 


لأن بد = و× و ×= ور . بالمثل للمتطابقات الأخرى. 


)١, 5( تمارين‎ 

(1) انظر حل تمرين )١(‏ من تمارين (1,5) وطبق النظرية على شروط كافية 
للتحليلية (3021(/010117). 

(۳) انظر حل التمرين (7) من تمارين »)١.5(‏ وطبق النظرية على الشروط الكافية 

¬ = 2] cos? - ”( cosh 2xy + y sin? — y2)sinh 2xy[ 6 


+21]: cos(x—y*)cosh2xy - x )مز‎ — y) sinh 2xy] = عل‎ 


إجابات الأسئلة الفردية 


ثم طبق النظرية على الشروط الكافية للتحليلية. 





(۷( 5 4 7 ووم تيون 7 E‏ 





- ر‎ = 
2 (x + بر+ × م ر + 2× 2ر‎ 
_ 2y + ا‎ XX “sinh 5 
(x + y2 و‎ ET 3 


يتحقق لقيم 20 حاصلين على شروط كافية للتحليلية عندما 0 * 2. 


)04 186 - ك لها القيمة 1 على احور الحقيقي و 1- على احور التخيلي؛ إذن 
ليس لہا مشتقة عند 0 = 2. ولكن ق ف 8 ا 
2× بو x‏ 
ل ” 
«Im(f + f)=0 00)‏ ر + ر تحليلية» إذن نظرية المشتقة الصفرية 
derivative theorem)‏ 0) تؤدي إلى أن ( £ Re‏ 2= ر + /) تساوي 
ثابت» وحينئذ ر تكون دالة ثابتة. 
(1) معادلتا كوشي ريمان تعطي المعادلات 


uy = 0‏ + بر/2141 
2uuy 0‏ ح Ux,‏ 
إذا كانت 0 ± 4 +1 فإن 0 = ره = نه 


(0)1 >->/<طآء لذا طبق نظرية المشتقة الصفرية. 


2 
(۱۷) إذا كانت × حبر -/لرء فإن )8 += ولكن عا = بف - 'ر ليست 
دالة في ×. 





2 


تمارين (۱,۷) 
()1 . 
2 +50 

. 2)80( 

. 200 

2 ع272-110‎ 2 (4) 
.ki ±1 01 

. 21+7 )۳( 
. 2° )10( 

. 2 )۱۷( 


التحليل المركب وتطبيقاته 


. 2 - 0,122 


(19) (32/ +1) 2-. 
)۲١(‏ استخدم المتطابقة في الحل للمسألة )٤١(‏ بتمارين (1:7) لتحصل على 


NX, . Xx 
cos—/sin— 
2 2 


sie (YT) 
2 2 


gin Dz 


E 


(۲۵) استخدم المسألة (۲۱) بتمارين .)٠,٥(‏ 


.{e€” <|w|<e"} Rew<0,Imw=0} (TV) 


(9؟) e”‏ = رجار. 


)۱,۸( تمارين‎ 
.ie 7/2 )١( 


إجابات الأسئلة الفردية 0¥ 


e+e) 


cosl + i 


-1 
€ sin (۳) 


-1 د‎ 
. £ eos - 06-6 ( 


(0) اہی كم 
2 
0 0/2 تم). 
(9) 1= لذا +52 =2 .0,212 = .k‏ 


.k =0,+1,+2,... «2 =10g|2 لذا :#م2+ | تدغ‎ »e =2 +3 )1١( 
,62 لاء لأن 0ع‎ (۳ 


وم 


.e +e 2 آم ر ن ہے‎ )1١١( 


iz -2 iz -2 iz -2 Îz iz 2 2‏ س iz‏ 
2 ع 2 عام 2ع 2م لاع الع 2ع 2ے 2 عا 


۱۷ كات الل هت : 
يد 2 7 2i‏ 1 2 


(e* 22م‎ 0 2/0 - م7١‎ 1 (e دج ب‎ 
27 2i 


1 1 N2 : 2 
2م + 2م‎ 8 (e + ع‎ ( (e م‎ ( 
7 2 2i 


والمتطابقة الأخيرة تأتى من تعريف الدالة 27 «ها. 


2 ۵4( 


cos z = cos x cosh y - i sin x sinh J (0)استخادام المتطابقات‎ 
. cosh y- sinh y= 1 و‎ 

e7 = 4 (1)‏ د (e + e7 - (e‏ والأخيرتين تأتي من التعريف. 

(e +e 1)(e? +e *)+ (e? ~e 1)(e* ~e *)=2(e?e? +e 1e *) (0) 

(۷) استخدم التمارين (۲۰)» (۲۱) و .)۲١(‏ 

() استخدم صيغة خارج القسمة للاشتقاق والتمرين (۲۸). 











°۸ التحليل المركب وتطبيقاته 


(20 استخدم تمرين )۲١(‏ ومواضع الحذور للدوال 2 ١ك‏ و 2 08 . 


(7":0) أضف التعاريف للدوال 2 08 و 7 S11‏ آ. 


() القطعة المستقيمة ر +۲ و ب >| | تصور فوق نصف المستوى العلوي للقطع 
+ 


2 
دين‎ 0 
و‎ cosh? y sinh’ y 


القطعة المستقيمة ۲¡ + × » 0 < ۲ تصور فوق نصف المستوى العلوي للقطع 
2 2 
55 


الزائدي 21 5 - 

5111 X COS X 

(۷) استخدم نفس الطريقة مثل ما في التمارين )۳١-۳١(‏ لتبين أن الشريحة 

0 < ر ,۸ > ×> 0 تصور فوق نصف المستوى العلوي. إذن اعتبر العمل على 
النصف الآخر من الشريحة. 


u 1 





الناقص 1- 








> واقعة في نفس مربع القطعة المستقيمة. 


)1,۹( تمارين‎ 
1 argi= | مج‎ | k =0, 1,82, (01) 


.iarg(-1) - م2 +م)‎ , 4 0,1,2 ,0--  () 


4 
A E 5 
6 =e ,K=0,t1,2, (0) 
۸/4 
س1‎ )0( 
2 
2 )4( 


/)0(=0 لقيم 4 الحقيقيةء غير السالبةء حيث 1= (0) #عندما 0= 4 و‎ )١١( 
.4 <1 وما عدا ذلك» تكون الدالة تحليلية شاملة لقيم 0 > © و‎ 


.log|z, | tiargz, +108 | رع‎ |+iargz, =log | zz, | +iarg(z,Zر)‎ (1) 

















إجابات الأسئلة الفردية ۹ 


.alogz +blogz = (a+ b)logz (10) 


.log(-1-7 = 2ہ‎ - 22 , logi > 2070 





ولكن د + 2 عا = )7+ log— = log(-1‏ 
alogz (14)‏ = (082ات“ب)عو1 = ”1082 لأن الدالتان الأسية واللوغاريتمية 
متعاكستان. 
(١؟)‏ لتكن 2/( +٤‏ )= هزوم - z2‏ فإن 0 12+ "ع22 - e”‏ لہا الجذور 
2 2و دوت ”© حيث دالة الجذر التربيعى تنقل 10([2-©] إلى (4)0-©. 
2+7 2۳ع 


= و‎ z = cotw = i(e” +e ™)/(e™ — e") )دع‎ 
-[ 


(0 )إذاكانت (” 6+ 26 = cosh w‏ - 2 فإن ⁄1- 2) z+‏ = ”© حيث إن 
الجذر التربيعي له قيمتان. 
(۷) إذا كانت 1 مأو = 2 » فان a‏ ا 
dz 02 *‏ 
(۲۹) إذا كانت س مها = 2 فإن see? eA‏ = 1. 
dz 02 *‏ 
)"١(‏ لتكن w‏ طومه = 2 فان روم وك 
dz dz °‏ 
۳( 2/2 تصور ”[0)- €] فوق ؛[(6-140] لقيم 1,3= لذا مدى الفضاءات 
مختلف لقيم 2/4 و 275 إذن (1-) ع (1-). 


)١,١١( تمارين‎ 
«ER, = م‎ 3 ¢2 Re git 2a) «ER, - rs Ree ™@ «ER, - rARee™ 01) 


2 5 
.E, = 7و 1 2 ت‎ ARee'™ na) 


20 التحليل المركب وتطبيقاته 


4 iw! -ia ın 
Erefected = (1 e + Ree 3 (e ) ا‎ 


n=0 


2 2 525 
-( د ع‎ t~ Eile 2 - 3 COS WI + ا‎ 
2 r 


2r? cosa‏ كر + ]دمر 


إذن اكتب 8 هاو 14 cos)w/ - 8( = cos 1/1 cos 8 + sin‏ وضعها في الصورة 
(- ]هومن * 4 باختيار 


[Or =1 1+ كم‎ - 2,2 cosa + )1 - 2365م‎ 8] 
(1 -r)sin 8 


0E 1 E 
س +1 = چ‎ 0 
` ۵ e 2 2ھ‎ 


= بإزامه . 


الفصل الثابي 
تمارين (١,؟)‏ 
.x=acosfky=bsint (1)‏ 
(۳) على سبيل المثال 
f0 st s1‏ 
2 ,(1- )+ -12- 2)0. 
23 3-0 
-3<t>-1 )0(‏ ,¢7)*2+2 
1>/>1- باع ودع ()2. 
3>ع> 1 ,¢7 +2- 


.1 6-102 (1-0/2 00 
.2riR Rr «< iR 7 )9( 





إجابات الأسئلة الفردية ١‏ 


() ضع م دع 0E‏ فان += يف اما =i î sin‏ عفر ,| 
(1) ر = (2)رليست مشتقة لدالة تحليلية. 

.© 6)16( 

00م ©. 


. (cosa cosh a) / a (۱4) 


_Z(Dat | 2 dt (1) 


(2(0) 


(۳) 2-7و م +2. 


تمارين (۲,۲) 
)١(‏ ضع "=2 لتحصل على 0= 144 ] -. 
لقيم 27 > 3582 > 0 نحصل على 27-. 


. وح[‎ ydx + iydy -[ [| بومعة-ى‎ = - 4 (۳) 
0=, edz = [edx+ ai e“ "e"dt-i f e” dy (0) 

حيث 25184 + 0054 = “© » ونعتبر الأجزاء التخيلية للتكاملين الأخريين. 
sinz = sinxcosh y + icosxsinh y (¥)‏ حيث .OS1IST gy = bf « x= at‏ 


dz a dx م‎ dy 
= ب‎ 
ا‎ TT 8 





u +‏ = 
+31 1+2 
dy 5 a dx‏ ص 
e )1 + ×” - b” ( + 21‏ (ره21 - ”ر - 2ج +1) ° 
اضرب البسط والمقام للتكامل الأخير بالمرافق المركب وخذ النهاية عندما 


0 جه ل . 








۲ التحليل المركب وتطبيقاته 

. /)2( =e /)1+ 22( والدالة‎ )۲,٠,۳( استخدم المستطيل في المثال‎ )١١( 

)١(‏ كامل الدالة “6-2 -(2)/ على الحيط للمستطيل »> + > 0, 8> رك0؛ 
واجعل 60 ج ل . 


/8 AP /8 ء٤‎ 
. ۸ ج‎ o عندما‎ Ri || e e"di| <R 1 م٣ بين أن 0 ج إل‎ )16( 





تمارین (۲,۳) 

)١(‏ 0. ا 

. 28 -م)‎ a) (¥) 

. 27i cos | (0) 

. 27i sin 1 (¥) 

. 27i sin 1 (4) 

. 7i sin 1 (11) 

(1) افصل التمثيل الوسيط (363206]1226108م) ل + ر إلى جزأين. 

.)20( استخدم المتباينة المثلثية والخاصية‎ )٠١( 

(۱۷) استخدم c051(‏ +2)1/ =| “م +1 |. 

(19) استخدم تقدير كوشي للدالة رمع أخذ '(1-7) = ۸4 وصغر النتيجة لكل قيم 
.Osr s1‏ 

)١(‏ لتكن 2# - 2 ؛ 27 > 0 >0 وساوي الحدود التخيلية. 

(۲۳) تكون الدالة تحليلية في كل قرص 17 والتحليلية خاصية محلية. 


تمارين (7,5) 
)١(‏ بين أن "كر ثابتة. 











إجابات الأسئلة الفردية 1۳ 


(۳) طبق مبدأ القيمة العظمى المطلقة على (7)2/ كما عرف بوساطة التمرين (۲). 

إذن 1| ۶ | على 1= |۶| . والتساوي يجعل ۴ ثابتة. 

(5) لتكن 2 > (2)/ » © قرص الوحدة المفتوح. 

(۷) 0| / | على محيط © وإذا كانت /رليس لها جذور في 6» فإن مبدأ القيم 
العظمى والصغرى يؤدي إلى أن /ثابتة على ©. 


100 53 0 5 e 
ر ري للد ا‎ 














وعندما 6ه ج AR‏ نحصل على 1 = ا زا لقيم ۸ الكييرةء 2 P)z(|>| e,2”‏ |. 
Ran qz‏ 
4r | do | :‏ 0 
شذتک نا > 0 = 27 مؤدية إل تعارض عندما 
باحر كار E‏ 
مج ]ل 
تمارين (8,؟) 


)١(‏ استخدم نظرية كوشي للاشتقاق. 

(2)dz| > 2supr, |/ (20| j e“ Rao (۳)‏ ر e7‏ ل|ء إذا كان 0<ه. 
ضع (/1-20) - 050 = (0)ع . إذن 0= (7/2)ع = (0)ع و 0> "ع. 
استخدم 20/7 -1< 0050 لحصر التكامل ولنبين أن الحد يذهب إلى الصفر 
عندما م ج ۸, 

(0) افرض أن امسار كثير الأضلاع 05م 019:80081م ۷ - ١‏ في البرهان لنظرية 
المشتقة العكسية يتجنب النقط م2,...,2 . إذا وقعت نقط محدود عديدة من 
النقط غير العادية داخل مستطيل جزئي مكون بوساطة المنحنيات '¶ - 7 ؛ 
فطبق تمرين (5). ومنه طبق النظرية الأساسية. 








٤‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


الفصل الثالث 
تحارين )”,١(‏ 


1 1 1 1( )1 1( 1 
05س + حسم شه اوا حب أب ح+] ٠الحدودؤ‏ 
7 6 3 م +1 نوكل #جموع بن ادوهي 


5-5 1 
(۳) افرض أن 2صلة- (2)/رء فإن 0(=0)£ » 0-1 تار 
0 = )قار 0١ e‏ ۹*3 
)0( إذا كانت 2 ةد = (2) ل فإن 0 -(0) )ر 1= )كير 
0 = (0 2 1= لالد" 
)۷( استخدم المتسلسلة البندسية ف مثال (۲, ١‏ , ۳). 


2 5 
00 لمانا 1 2 ا 1 


EEE ESI 








Sn, )2 
2 1) ET (0۷0 
2-3 - ,|2-i|>1 ۳( 


n=] 


o0 _ p3m n 
2ے | - ن |2 زهما.‎ |< 2 )1١6( 


n=] n 


. 10 )1۷( 

.6)19( 

(1؟)لا. 

(۳) 1١وج‏ - 2) - (هار. 

(6؟) 0 = (ع) رو 7 هزه = (2)ع كليهما دوال تحليلية شاملة (عتتامة). 














إجابات الأسئلة الفردية 10 


27 عبر عن (108)112 كي بصورة متسلسلة ماكلورين. 


(۳,۲) تمارين‎ 
.0 )١( 


9 1. 
ا 
3 

.R (¥) 

. R (4) 

.R(۱۱) 

= (r+ (r+ 2)2" ,R=1 (۱۳) 

)٠١(‏ كامل متسلسلة ماكلورين للدالة 2 / 2 512 لتحصل على 
20+1(!20+1) بت 

. f )2( - agcosz + صتوبه‎ 2 (۱¥) 


93 (-1"z” /2™ (n!) (14) 
n=0 


: استخدم متسلسلة تيلور للدالتين 0 = (2)رو (8)2 حول 20 لتحصل على‎ )۲١( 
J(2) _ / (200(2 = 20) + 1" )20)2- 202/2 
8(2) 2 8')20()2- 20+ 20()2)"ع‎ - 207/2 + 
. 2 بعد ذلك اقسم البسط والمقام على 20 - 2 وخذ النهاية عندما 20 ج‎ 
../3)1-2(/2)1- (3 )( 
متسلسلة القوى للدالة “© هي دالة شاملة لذا طبق نظرية فيرستراس.‎ )٠٠( 














٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
(۲۷) التفاضل تحت علامة التكامل لأن المتسلسلة متقاربة بانتظام. 


#7 2 1 
(۹) )ع "2"1 < 40 تتقارب بانتظام على 1> 0>۲ لقيم 2/>1|.طبق 


n=0 





نظرية فيرستراس" وفاضل حدابحد لتحصل على 4 چگ ا <( ۶. 


تمارين (۳,۳) 


ET E 3 EPO) 
2 n=0 


اتحل) و1 وی ۶ 
0 72 2 (1-2) < -. 


n=0‏ 0حير 
o0‏ 
()٥(‏ 2-1 


=1 


IIS 3 

¥( ”)1-2 لات كت 

2 2 ١ ا‎ 9 
1/3 2% 1-7 

4 
72 1 04) 


2 


1 |„ "اج 2 1 


1 o0 31 
5 5 n+1 
2+2 n=] (z +2) 








(1۳) 





۶ م)!]‎ + k)!]' مره 3 حيث ۾ = بع‎ )١0( 


k=0 ر‎ 


n‏ 0 5 ا ©6 هه 
59 1 5 برو © ٠‏ 
2n+1(Z 2 ) 19‏ ر2 حيث یت !2 +1 + مام اه 


n=0 


إجابات الأسئلة الفردية لا 


2 o r_MPry _1-(27+1 
1 ئ(‎ CDE SDE 
n=0 | 





سدور 0= 
, _1“4-) 5 ©» 0 - ولقيم 1-<۸ و (|15/2]-9 لقيم 
TET‏ 5 و لقيم 1-<72 و : 
2-> ۸ » حيث [] هو أكبر عدد صحيح أقل من أويساوي 1. 
۱ 00 1/21( 
۳۱ (1- ق ا = 0 
) 2 > 1+[2/ج]2) ” 
كد z/2(¢-1/¢(‏ 
yg 6‏ (0-10 هلد ع)ني 3 ك | dp,‏ 
ول +م ‏ = 27 


والجزء التخيلي لبذا التكامل هو صفر. 
900 0 2 ”+ 


=0 


e‏ 1_ لاج (z+‏ ا 
00 0 ٍ 0 ين يا سكيم 


7 م 1 
اا = 020 cosn@cos”‏ | —. 
وبالتالي 8 08ص 1 7 


)۳, ٤( تمارين‎ 

)١(‏ 6 ,0 = 2 نقاط قابلة للرفع 7+ = 2 أقطاب بسيطة. 

(۳) 0 = 2 نقطة شاذة رئيسية و6 = 2 قطب بسيط. 

(0) 0 = 2 نقطة شاذة رئيسية و © = 2 نقطة شاذة قابل للرفع. 
(۷) الدالة (3ج + 4ج)/ 77 'م(1+ )z‏ عبارة عن مثال. 


-_ 0 (1"2 
2n(2n)! ۰ 





1۸ التحليل المركب وتطبيقاته 
o0 n+ 2‏ 
وو 0 2 - (1.)2. 
n‏ 


EEE‏ كانت © نقطة شاذة قابلة للرفع)» 
وطبق نظرية ليوفيل على (2)/ 2 نقطة شاذة أساسية. 

)٠١(‏ ليست © - 2 بالنقطة الشاذة الأساسية» أو تمكن أن تكون قطب من الرتبة 
1< 4 » وحينئذ (2) 2 = (2)/ » حيث 2 تحليلية على :” والصفر لم 
يحذف (يهمل). 


)۳,٥( تمارین‎ 
.-108)1-2(١8 =1/2 اعتبر‎ )١( 
.-108)1- 2( استخدم‎ )۳( 


1"@n —-3)!(z DD" 

E DE قا يك‎ 
1/2 2 "r 4 
. FZ r (z- (2-17 دما‎ 1) 

E 4! (۷)‏ چ e‏ ا لا. 


(9) لتکن 2154م = ي لأي أعداد موجبة م » 4 


ولاحظ أن مه ج (2غ+ )ير عندما 1= 





وى "2-0 ر ر 
n=0 n!‏ 2 

(۱۳) عرف 7 - مم 
2(,2>0))/ 


إذن (2) 7 متصلة على “© نايوزن “0 - 0 
على © غصل على (2):ت- (2)» - (2)[ 











إجابات الأسئلة الفردية ۹ 


حيث ,۷آ + u‏ حير . إذن : 
و[ = )2( u, (2) — iv,‏ = (2)رلاة + (2)رط د -iF,‏ 
لذا F‏ تحليلية في 6 . لكل 20 في . 
اعتبر م > |و2 - 2| داخل © . قسم الدائرة إلى نصفي دائرة وبين بالاتصال أن 
0 ا 


2 اج 6تداوة- 


(15) إذا كانت 1 = |2| فإن : 














n=] 2 =1 7 =2 
=1 + (+ + - = E 
iT 
1 Log (1 -2) 
n= 
= 1 والتي تتباعد عند‎ 
الفصل الرابع‎ 
)4,١( تمارين‎ 
. Res; f= >y Res == )۱( 
. Reso تالكر‎ > 1 (YT) 
. Reso f= > (0) 
. Reso f= (۷) 


.Res,, /(2)= (1k (4) 











a0‏ التحليل المركب وتطبيقاته 

.Res,, f(2)=1 (11) 

.- 227 (۱۳( 

)٠١(‏ 0 (استخدم نظرية الباقي للنقاط الشاذة الداخلية والخارجية). 
2ri [Res-ıf(z2)]= rî (1۷)‏ -. 

. Reso /(2)=0  نأل‎ «< 0 (14) 

. ri (1) 

. 2ri [Res tan z + Res_„2 tan 2[ = - 47i (YY) 


: احذف كل العوامل المشتركة بين 7 و 0 . إذن‎ )٠٠( 


2 
6-0 )2-"* 02 (2 - r) 0 


لذا 





, , 


لقن اوی ا 
0 9 عه - e)‏ 


وبواسطة الاستقراء (107اucلnا)‏ : 


ام ام dq‏ 
رمسم 0| -+ ]م اده 


وبالتعاقب طبق النظرية الأساسية في جوار أي نقط شاذة. 





تمارين (4,7) 
2702 019 مر 1 
لل بهت کے | دیا دو لد ول 
a+1 "01 0 EET‏ | 
zdz‏ 


1 ل ا س‎ (۳ 
1 (a -b°)z* + 2(a? + 2022م‎ + (a - b7) 





إجابات الأسئلة الفردية ١‏ 


2702 / 7 4- 5 
5 دل 72 2 

4 في لت يتن 1= 82 a‏ 

a-—b a+b 

.| a-b| <a+bg 
i | @&4 6 

(1()2-0- جه) 1= 

[(a - ib)z? +(a+ib)]" dz‏ م يا رن 
2032 يم يدت 5 0 واحسب الباقي عند 0 =2. 


sin ib = i sinh 5 و‎ cos ib = cosh 2 استخدم‎ (4) 


تمارين )٤,۳(‏ 
)١(‏ ضع 4-0 في النظرية الموجودة بهذا الجزء وقدر الباقي للدالة 


22+22+27 )/2 عند + 1-. 


2 
ا عيب و۸ نم 1 _ xdx‏ صم 1 
اي سمي ل لعي 


. Re {27i م)روعج‎ +1)” } (0) 


: 2 تدأ‎ 
050 1 Res, (7 +b) (۷( 


مام 27 عدا 2 : 1 
6 لحك مدر .عمقو جر ممه امداسط 


)٤,٤( تمارين‎ 


حي :+ 


د اوم 


)١(‏ استخدم الباقي عند 


(9) الباقى عند 0 = × و < = × » ونكتب البسط على النحو : 26 510 < . 


۲ التحليل المركب وتطبيقاته 
)٥(‏ الباقى عند 0 =× و 87 =× للدالة 
(2م + 2( e / z‏ = )2( £ 
(۷) استخدم تج / ( تلع - )= (2)/ على الكونتور ( المنحنى ) في الشكل 
(4,0) . 
(9) استخدم المتطابقة : 
cos (A — B) - cos (A+B) = 2 sin A sin 8‏ 
وكامل الدالة 
)z- (‏ ل 22 |( 4*P(‏ 0ي _ )47م( = f(z)‏ 
A4 = m(z-a) , B=n(z-b)‏ 
حول نصف الدائرة لہا نصف قطر ۸ مع أنصاف الدوائر مضافة عنده › ط 


)٤,٥( تمارين‎ 

)١(‏ استخدم طريقة مثال (5.5,1). ولقيم 0 -© حل مباشرة وفسر الإجابة على أنها 
نهاية عندما 0 ج © . 

(۳) انظر الإجابة للتمرين )١(‏ . 

(0) حل مباشرة لقيم 2 1 , 0 = ه . فسر الإجابة لقيم 1 = © عل أنها نهاية . 

(۷) استخدم طريقة مثال )٤,٥,۲(‏ . 

4 استخدم (57 + 7) / 2 108 *2 = (2)/ على الشكل )٤,1(‏ . 


)١١(‏ استخدم طصزو / “أ = (2)/ فوق الكونتور المستطيل 
(27 2 > بر > 20> ام: 2) 








إجابات الأسئلة الفردية وف 


مع حذف أنصاف دوائر عند 0 و 1 27 . القطب عند 3 له باقي ‏ 7 ۸1آ 4- . 
(۱۳) استخدم 72 e” / cosh‏ = (2)/ فوق الكونتور المستطيل . 

(1 > ير >0 , ©>#ا : ) 

قطب عند 8/2 مع باقي 7/( 4/2 ) 205 . 
)1١١(‏ عوض بوضع “× =» وطبق التمرين )١5(‏ . 
(۱۷) عوض بوضع 1806 8 = × و 1 = 5 . هذا التعويض يغير التكامل الثاني إلى ما 


هو موجود في مثال )٤,0,۲(‏ . 


)٤,٩( تمارين‎ 

0 (۱) 

0 (۳) 

.iW 6 و‎ (iD 5 < ) 8 < (D5 (0) 

(۷) 3.دع (5 + 52 -') . (1- 7) = (2) كر ولاحظ أن |۶| <| 1| على نصف 
الدائرة ۸<2 = |2| »0 <*ء وعلى القطعة المستقيمة ر2=1و۸# > إل 

(9). 0 .اضرب المعادلة بوساطة 2 +22. 

. طبق مبدأ السعة على © - (2)كر- (2) م‎ )١١( 

1) اختر أي نقطة داخلية 20 من © . وبتمرين 2»)١7(‏ (20)/ نقطة داخلية للمجموعة 
7/700 لأن كل نقطة في قرص صغير جدا متمركز عند (20) 7 له صورة عكسية 
في © ولا توجد نقطة داخلية ل © يمكن أن يكون لها قيمة عظمى مطلقة لأنها 
داخل (6) 7 





٤‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


الفصل الخامس 
ثارين (١,ه)‏ 
.C )١(‏ 
(9) 80 2. 
(4) ضاعف الزاوية أربع مرات إلى 27 بالتقدير القطري . 
(0) ضاعف الزاوية . 
(9) ضع (7)1+5 2 وربع 
)001 1 1 حت 00 وطبق معادلات كوشي - ريمان . 








(15) انظر إلى نظرية ليوفيل 


. بحيث إن 0 < ((2)/ /“ء) 6< لكل 2 فيئ > |وصم|‎ ٤< 0 يوجد قيمة 0 و‎ )١9( 


)٥,۲( تمارین‎ 
y<0 (1) 
ode DOSE gD 212 © 
يعطي‎ )٥,۲,٥( بالتعويض في مثال‎ )0( 
16 + 8w + 3 سر 2- سر‎ + 1(-> 0 


)¥( دع [ ( 2 -2) / 512 2 ] وده ح بر 


60 دع (122) "هلو = w‏ 


)٥,۳( تمارين‎ 

)01 1ت i-1‏ ل 
1-7[دسج Z2‏ 

2-w 5 1+7 لد‎ 0 
w-4 Z2 1+7 -2 








إجابات الأسئلة الفردية ٥5‏ 


(0)لا : ليست تحليلية . 

.)3+47(/25 )۷( 

. )2+51(/3 )9( 

. W=(-2+4i)(2+1)/(Siz+2 +i) (۱1) 


. 2- 3ہ‎ )۱۳( 
-; 2-)4-( 
Z2¬-(a+R) 


تصور الدائرة فوق احور الحقيقي . إذن : 


7 
RE 


ج 
z-(a+R) R?‏ 
ھا 


تؤدي إلى أن : (R? /(E-@))+a‏ = "2. 


)١6(‏ الدالة 





تمارين (6,5) 

w= log و‎ )۱( 
1 1- ربو‎ 
1-2 

= (YT) 
1+ 2ج‎ 


(0) انظر مسألة )٩(‏ بتمارين (0,1) . داخل رسم القلب . 
(۷) تصور فوق نفسها مع عكس الدوران . 
(9) أولا غير إلى اليسار وحدة واحدة ؛ واعتبر الجذر التربيعي ذات قطع للفرع 
(اuاء‏ اعصقطط) على احور الحقيقي الموجب . أخيرا 
2/+1-جل/ 1 


ح ريو 


1 0 درل 


38 التحليل المركب وتطبيقاته 


١1٠‏ ) افرض أن نم وما نقط للفرع (كا١مم‏ اء«هإط) لسطح ريمان للتحويل . ويجعل 
(2) = س فإن [ ۷ - 4~ (2) /2] = (4)2 تصور مستوى -2 فوق سطح ران 
ذات الطيتين ونقط للفرع عند 1+ بكتابة (2) > ي كمتسلسلة لورنت» ونرى 
أن 1-(42)2/+ (2) 6= (2)2 تحليلية عند ±1 وهي إما تحليلية أو لبا 
أقطاب بسيطة عند أقطاب (2)ي) . 

أكثر من ذلك (2)2 يجب أن يكون لبا على الأقل قطب واحد بسيط أو ما عدا 
تكون ثابتة » لذا (2)2 دالة كسرية . أخيرا وضح أن (2)2 من الدرجة الأولى» 
ومن ذلك ينتج الحل. البديل الثاني يحدث عندما م <۷ . 


تمارين (ه,ره) 
)١(‏ ثابت -(**2) مم[ 4 =( 2 4) "!1 . ونقطة الأصل نقطة ركود . 
(۳) ثابت = (*2 4 ) 12[ أو ثابت = تبور- بور ونقطة الأصل نقطة ركود. 
V=w' =1-3 22 (0)‏ 
لذا 1,2,4 = |7 | عند 0 » 1» 1 على الترتيب. 0 = س عندما ” (3) + =2 . 
(۷) 3+27= 7» وعليه 13,1 , ۷|=1|عند1 , 1 ,0 على الترتيب. 0= س 
عندما 31/2- = ج, 
(9) ثابت = تبر ر3 + ر 
ثابت =( ر - × ) 2+ رر 
ابت > ( ”ر ×) - ر3 
ثابت = ر طماد cos x‏ 
00 (/ متيل e" = )z+‏ 
وبالتالي : ثابت = [4 /( 42- 2ہ ± ) ] وه 





إجابات الأسئلة الفردية EV‏ 


)١(‏ خطوط السيل هى القطاعات الزائدة المتحدة البؤرات 
ل 

42 cosy 047 sin? v 

ثابت = < . لقيم , 0 = ١‏ نحصل على التدفق على الحواف للفتحة» ولكن 
هذا التدفق ليس مدركاً فيزيائياً لأن : 


a Vcosh? w-1 =z - a?‏ = سر a sinh‏ ع 


dw 


ب | 


بحيث إن |" | غير نهائية عند © + > 2 . 
)000 ١2/22م‏ - 1 ) هر -' روح V7‏ 
لقيم 4٤‏ =2 نحصل على : 
|Z (ae =| 4 (1-e | = 2 4 |sin 6|‏ 


ولک م وزو ید لقا دہ 1 (عاط 
م 2 م 


يعطي [0 لله 1-4] 4 2 + 0 


إركات + 22 <42 , 2+ -م 
م3 


فإن التكهف (0239/11100) يحدث . 


تمارين (5,ه) 
)١(‏ ثابت =1+ سل "1 هي خطوط السيل في المستوى -« . 
() واضح تصوير نصف المستوى العلوي إلى مربع لأن 
جل لد ديت | دو تتفي | ركفب | 
(1-)(×/ ° (2 -]) ې 0 (×-1)×ل 3 7-1 × ° 
ضع =f‏ 2 » استخدم التكامل في مثال (0,1,5) 
r/ sin wx‏ = (<< - ]) 1 (<) 1 




















۸ التحليل المركب وتطبيقاته 

020 

1 5 1 1 dt 4 2 

° x 1-x) 2 1-1 276/4 
w= )1-22( 2-2 -)sin 1)22 1(/2- 7/4 )0( 
: استخدم المتطابقات‎ )۷( 





2 كت 60 (2-1)م _ 
ج - :101/2 و 72 -(ه /1)3 T/4‏ » إذن w= 1 7 dz‏ 


12227 _ [10/2107/4 4ن كد 


e (x= 0-a 
0 19/4) SF (/4)2 








1 


(9) ضع ۶ (4 -2) = ى واعتبر الدالة : په سک w=‏ 





تمارين )٥,۷(‏ 
)١(‏ (3/+ج)/(3/-ع) حي يصور المنطقة إلى الحلقة 1(>|&|>1+ 1(/)1/3- 3/د). 
وخطوط تساوي الجهد في مستوى -ي هي الدوائر ثابت -أ[5|» لذا خطوط 
تساوي الجهد بالمستوى - 2 تحقق 
ثابت = | 3+ 2 |/| 3ه - | 


u = ا‎ Re (sin #7) (۳) 
2 RFR 
عه‎ iz 2) 1 
1 1- sin(7z/2) 


)¥( دع ~i)‏ و طاومه) 4 - نر , وي طومه > 2 
والدالة الأولى تنتج عائلة من القطاعات الناقصة متحدة البؤرات» وعائلة من 
القطاعات الزائدة متحدة البؤرات . 








إجابات الأسئلة الفردية ۹ 


تمارين (/,ه) 

)١(‏ ۷ حقيقية على حواف الإناء» والسرعة تتساوى عند 1+ ولكن في الاتجاهات 
المضادة» وثابتة على خطوط السيل الحرة. وحيث إن (7)0 تخيلية بحتة فإننا 
نحصل على الراسم الخطي : 


W(+1) 0 W(—1) 





مع (2) ندر /4 = 4/7 =7 . إذن اعتبرالتتابع للدوال : 
جر: + 17 2ı =2 Log‏ 
Z2 = sin (1zı/2)‏ 


2 
= = Log z2 - i 
1 


الفصل السادس 
تمارين )5,١(‏ 
)١(‏ )6 = 4. تأكد من أن معادلة لابلاس تتحقق . 
(۳) (2) 26 = م . تأكد من أن معادلة لابلاس تتحقق . 
(ه) < ماى - (2 )ير تحليلية شاملة . 
0 الا. 


constant (4)‏ + بم tan‏ بر 














لو التحليل المركب وتطبيقاته 


constant (11)‏ + زترو+ y=-y/[(x-1)”‏ 
() اعتبر الجزء الحقيقي من (2) / ع٥1‏ 
dO (10)‏ |6 وم :2 + “+ + 1|اعه1 f‏ د - 49 | ٣ log|1+re‏ 


1 2r 0 
و‎ 2 1 log (2 E 


2r 0 _ ف 8 . 2م‎ 7 5 
و‎ O E ۴ 0 00-2 | logsin ¢ dp و‎ 


تمارین )٦,۲(‏ 
2000 كامل الطرفين لنظرية القيم المتوسطة بالبند (5,1) لتحصل على 


u (C+re®)r dr 0‏ ۳ 5 = م ") ا دي 


(۳) “كر = 7 ع حيث دخ + يه = حيث « أي مرافق توافقي للدالة 1 . 
)٥(‏ استخدم (27 - 7) /( 20 -22) = (2) ع 


86-2 . 
ره - ¢)(7- ¢( 


e ° 7‏ 1 ك5 
r" | 1‏ 


2 
+2 2 


إذن : )4 9©“ f‏ لد =( » 








(۷) إذا كانت (2): و (0)2 كلاهما حلين لمشكلة (لمسألة) دي رشيليه؛ أي أنهما 
دالتين متصلتين على 6 ٠‏ فإن (1)2 - (1/)2 توافقية على منطقة بسيطة الترابط 
© ومتصلة على © . مبدأ القيم العظمى يؤدي إلى أن » - 0 يصل إلى القيمة 
العظمى والصغرى على 06 . ولكن 0= » -ل على 06ء لذا وحيدة . 











إجابات الأسئلة الفردية ۳1 


u, (re) = a > «(re ®) gur (e) = 0 = u (e (4)‏ بوساطة مبداً القيم 
العظمى . إذن بوساطة التمرين (۸) ولقيم 1 > / > 7 2 
/ 108 


u(ke®) < u, (k e) = a = مج‎ 
logr 


عندما 0 ج٣‏ . وبما أن ۸ يمكن أن نجعلها اختيارية صغيرة » فإن 4 ليست 
متصلة عند 0 
)١١(‏ استخدم صيغة تكامل كوشي للدالة (2)/ المتساوية : 


07 ج ll‏ 2 
کے 2 





(1) أضف واطرح 
ب dé‏ 2م 1 
ده E‏ 
وطبق الطريقة الموجودة بنظرية " بواسون " . 
yr! d(t-x) _ 1 2-111‏ 
اا 00 E‏ 


لقيم م > 2 358 > 0 . 





)٦,۳( تمارين‎ 
3١ 01) 


)۳( وم گر = (2) :«. عائلة من الدوائر خلال 1 و 0. 
2 7 





»)2(= 2 [ (uo + u) + (uo ح‎ u). 2 ar (Û 


)2 المصادر عند «Fi‏ والتصاريف عند 0» مه > وكل منها له القوة ©»› ونقط الركود 
عند 1+ و6. وخطوط تساوي الجهد تعطى بوساطة ٤‏ aاsو1/z|=co+z|ء‏ 
وخطوط السيل تعطى بوساطة أمقاكدم» = (1/2 + 2) 218 . 














هد التحليل المركب وتطبيقاته 

+)1 + ¿( مصارف بقوة 27 عند 1+ وi+ ومنابع قوة 47 عند 0 و 0ه. النقط‎ (Vv) 
1 

و نقط ركود . وخطوط تساوي الجهد تحقق › ثابت اماقدمه = | ج-- اء 


بينما خطوط السيل تعطى بوساطة : 025]804» = (1/22 - 22) arg‏ 














(9) لتكن 
n 1/1‏ 
عه ج ]يم 2 5 1 w= 9 log‏ 
2rn 2 211 Zz"‏ 2 217 
20010 
تمارين (5,5) 
7T, Caz iln )۱(‏ دوع 
وعليه 


u(z2) = z+2Re(i ل‎ —)=7+2Re[- i Log(1-2z)] = 7+2 Arg(1-2) 
n=] 77 











إجابات الأسئلة الفردية E‏ 


sin{2n E 10‏ 1+ 2ر 
2n +1‏ 5 
(0) لتكن/ تحليلية شاملة ومحددة بالمقدار 1 . وبمتطابقة " بارسافل " 


u(re)= & +2 > (۳)‏ 
1-0 2 
: 2 
mz loaf = f Ife)? ap > 270?‏ 
وعليه 0 ج 1/۲ > | به | » عندما مه جم . 
إذن 0>-به لقيم 0 <۸؛ مه- موه “ترن :5 -(2)/ › ثابت . 
لقيم 0-6 2 
(۷) لتكن 274 - # = ( 27 »)في متطابقة " بارسافل " 
حاصلين على : 2/42 -.ره , 2/3 2-= ۰0 لقيم 0 <۸ 


)2 = ويرك = للع > [© ع م06 » والقيم الأخرى 0 = > 7 
ولذاافان ا اا کے 














5 2 
[حبر‎ 2z re" ات‎ 
2 2 ١: 01 
2 : ! re” -1 ٤ 
لتحصا على‎ r=} ضع‎ 
nip/2 _ 2للنسرى‎ nip 2 |2 
- (7 £ € 6 _ اعتمم‎ sin n$/2 
= EET 7 / عشم‎ 4 
N=Nı 27 لتک‎ )١١( 


k=kN» . رطم‎ ka N; 0 


n = ارال‎ .N.t... +A 
ات‎ 
كن‎ (n,m, ... „nf 0 kKl+1,..., kj )= 
/ k04 
[[ (e “Ne+r1....NnnNna...Ni. 


m=] 








٤‏ التحليل المركب وتطبيقاته 


4 £ -1 5 
ا م‎ aE e 


0 
)5,8( تمارين‎ 
"اكع (2/ج)‎ (0) 
(z/2) )1 b|\f)e?"/2b م‎ 
e'*/ 2k (0) 
-i(7/2) tanh (7/2) (¥) 
u(t) = (1-i sign )/2 | (4) 
.)١١۲( للبند‎ )٠١( ضع ”5 =۲ وقارن مع تمرين‎ 
2 f e 00977064744 = 0» 


TE E BRT ل ل‎ itp 
= فى‎ 7 [une da4 


o 1 سدم ص‎ ; 
74 i-0 7 d 
= | «9 ا‎ j, (O e“ dp | 1 
1 0 o. 
3 u(t) v(t — x) dt 
تمارين ركع‎ 


o0 1 00 5 
د)حى ر 8 )2= 6~ ع ور و مه‎ +29 - 
7 cosh 20 d¢ 1 [e +e Jd“= (1) 





2ع - , ١ ; Res > Rez‏ 1 + اك 
s-z 5+2‏ | 2 


لجسم ع - اسمس سس وس 








إجابات الأسئلة الفردية t0‏ 
2-1 ر 2 -d d‏ 1 
]z)s +22([ 5‏ — - = (مsinz{‏ مه حت بالعادلة (3) . 
ds ds‏ 
(ه) رتت 4{sinh z4} = - [z(‏ کے 
(۷) بوساطة النظرية الأولى للإزاحة .12 8ستاكلطة : 
{e ™* sinz¢} (s)= 4 {sin 20( (s+ w)‏ يه 
2 
)4( (20 صذة 4# { ل = (20 طنو) 4 4 بوساطة معادلة (3) . 
5 

cos 2 20 =2 cos z4 -1 (11) 

ولذا أوجد : (224(/2 وم + 1)) 4 
(1) بوساطة النظرية الثانية للإزاحة : 

e “ £ {cosz (¢+ a)}‏ = إ مع وم (© - 0 ) 1137 له 

cos Zz ($+ a) = cos 2 cos za - sin 50 sin za 
U(Q) = sin 8+ (Q sin ¢ - 2ن‎ cos 0) / 4 )۱0( 
4 {U} = U(0`) (s7 + 1)17 (1V) 

وهي التحويل ل : (© ) ول U =U(0)‏ 

حيث ول دالة " بيسل " ذات الرتبة صفر . 
(19) م [sin‏ = )¢( نا 
)۲١(‏ افترض أن | 17 | محدودة بوساطة 14 على (© , 0) و ۶ء۸ لقيم © <6 . 

إذن : 


| ك‎ )0( > fF Mle) ap + f وه | 6009م زر‎ 


1 -6 5 ~—(Res-a)% 
Me ENS ج‎ 0 
Res Res -a 








۳٦‏ التحليل المركب وتطبيقاته 
عندما مه ج يی. 
lim s4{U} = lim U(e™ 0+ 1 0) 7 = )۳(‏ 
e -1‏ : 9 
imu‏ - فا( “© بون (ه)'0ا ”| UA+‏ 
)۲٠(‏ ببما أن التكاملات مؤثرات خطية » فإننا نحصل على النتيجة . 





e (YY) 
( ٣ UD V(¢- 2) dt) W (x — ¢) dp = 


و5 


پس 


(f )زر‎ Wor= #) d4) UC dt = 


© 


26 


١ 000) (sS) W(x 1 =s) ds) dt = 


*» )7 * W) 


سسس 


9 


وذلك بوضع 4-۲ > 5. 


تمارين (1,۷) . 

)١(‏ 2 ركتس هو 

¢ sin الله‎ 2a) (F) 

(1 -cosa ¢)/a (0) 

0 1/342 رګم 3ہ - قوم 2 


sina (¢ -b)H(¢ -b)/a )9( 
¢$ *۳1T(1/3) )1١( 

(e -e“*^ )/ ¢ (۱¥) 

.)1 - 2/(هه2 وم‎ ¢ )١١( 





إجابات الأسئلة الفردية ۷ 


e149 | rp (0۷)‏ 
U(4)= f +¢ 112 (14)‏ 
(a +1) (11)‏ / ركم م- ¢ +c (a + 1)] cos ¢ + sin‏ م]) 
+e) - cosh ¢ (TT)‏ 3 
)۲٥(‏ عامل × كمتغير وسيط يعطي 
اي 5 0u‏ 
ا 
مستخدما طريقة تغيير الوسطاء للمعادلات التفاضلية نحصل على 
Û I0 ET‏ د مسحي رم + u(r, s8) = eı e‏ 
a 0 a‏ 
مع الشروط الحيطية u(0,s)=0‏ و lim u(x,s$)=0‏ 
هج 
إذن 0= 2 = إن لكي تكون 
- 5 عدم 1 
زر ممن £0 f‏ =-{'2 -0 ,انا 


062 du 
E E (۷( 
Ox 6 @x 65 
لها الحل‎ 
u = Cı رر )ی وم + 5 48+ ى‎ +45 5 


مع الشروط الابتدائية (احيطية) 
u)x,s( =0‏ imا‏ و > د زى,0)» 
موجسير 5 
وعليه 0 > به و 5/م- :2 يع, 


42s 
ce 2LL +4 1/46 
3) 


وبوساطة نظرية التلفيف والنظرية الأولى للإزاحة يكون 


U=— 

















E۳۸‏ التحليل المركب وتطبيقاته 





u= cet? 211} 4| 


XxX 1 SLADE 
Nas 


وهكذا تكون 
ا ر 1 8 تلاح e‏ 1 
J‏ 46ارال اير 1 بل =( اور )| 
STA | 9 | 1‏ 262 
تمارين م )¥( Appendix (A.3)‏ 
(۱) 2/2. 
3/2 4- 5/2 13 
35 ا ) س o + a=‏ 
4- 
(0) س., 
3 
60 148.75. 
(9) 0. 
)١١(‏ بنظرية " جرين " 
1 1 
= 4ه ((1-)- -1)ر] | > = xdy yd‏ لاد 
(۱۳) بنظرية " جرين " 


7 pdy + qdx = J.P. - q,)dxdy - 0 
ده ب‎ ES as 0 


xydy = f xdx dy = . [dy = - 6ل‎ 
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ثبت المصطلحات 
INDEX‏ 


Wake 

Injection 

One to one locally 
Ratio test 

Phase shift 
Argument 

Analytic continuation 
Stereographic projection 
Complex exponential 
Exponential 
Derivative 

Derivative one-sided 


Closure 














الحرارة 
الطيران 
غير دوراني 
الموائع 
غير المضغوط 
الانعكاس 
انفرادي 


چ 


بؤرة 
بسيط الترابط 


تأثير التداخل 
البدب 

ويل عكسي 
فورير السريع 





التحليل المركب وتطبيقاتة 
Poles‏ 
Smooth‏ 
Piecewise smooth‏ 
Translation‏ 
Flow‏ 
Steady flow‏ 
Heat flow‏ 
Jet flow‏ 
Irrotational flow‏ 
Fluid flow‏ 
Incompressible fluid flow‏ 
Inversion‏ 


Monogenic 


Focus 


Connected simple 


Interference effect 
Fringe effect 
Inverse transform 


Fast Fourier transform 


ند دج 





ثبت المصطلحات EY‏ 


Linear fractional transformation 
Laplace transform 
Bilinear transformation 
Mobious transformation 
Imaginary 

Gradient 

Circulation 

Frequency 

Variation 

Cauchy convergence 
Absolute convergence 
Uniform convergence 
Cauchy estimate 
Antiderivative 

Fresnel's integrals 

Line integral 

Dirichlet’'s integral 
Magnification 
Cavitation 
Convolution 


Polar representation 











555 التحليل المركب وتطبيقاته 


5107317 lemma 


تمهيدية شفارتز 
جو الوك Root of unity‏ 
جز تيا Imaginary part ٠‏ 
Real part 57‏ 
ا Potential‏ 
ا Complex potential‏ 
ا Neighborhood‏ 
تمام Cosine‏ 
فل ا Potential field‏ 
كفرية اة Electrostatic field‏ 
خارج Exterior‏ 
ا Outside‏ 
خا 1 5 ل لایو Differentiation property of‏ 
6 0 م Laplace transforms‏ 
خط السات Streamline ٠‏ 
خط تساوى الجهد Equipotential line‏ 
خطزظ ا تة Free streamlines‏ 


Force lines 7 
1 6 القوى‎ 




















أحادية وغامرة 
الانسياب 


القوة 


ثبت المصطلحات 


Inside 

Interior 

Function 

Bijection function 
Stream function 
Bessel's function 
Holomorphic function 
Analytic function 
Meromorphic function 
Global analytic function 
Transfer function 
Harmonic function 
Gamma function 
Gauss function 
Potential function 
Sine function 
Surjection function 
Force function 

Power function 


Entire function 





درجة الحرارة 
دليل 
دوائر أبو لونيوس 


دوران 


الحذر (الصفر) 
الضارب 

ات 

نقطة الفرع 





التحليل الم ركب وتطبيقاته 
Continuous function‏ 
Multivalued function‏ 
Complex function‏ 
Regular function‏ 
Impulse function‏ 
Heaviside function‏ 
Temperature‏ 
Directrix‏ 
Circles of appolonius‏ 


Rotation 


Positive sense 


Order 

Exponential order 
Order of exponential 
Order of a zero 
Order of a multiplet 
Order of a pole 


Order of a branch point 


امشحت عشت ت ا ی ا ج سه ب ا 


° men € 


n 








زائدي 


زاوية خارجية 


شفارتز كريستوفل 
كو شي التكاملية 


هادامارد 


صيغ دو ميل 


ثبت المصطلحات EV‏ 


Hyperbolic 


Exterior angle 


Riemann surface 


Amplitude 


Charge 
Intensity 
Source strength 


Joukowsky figure 


Image 

Poisson's integral formula 
Schwarz formula 
Schwarz-christoffel formula 
Cauchy integral formula 
Hadamard's formula 
Wallis's formula 


Duhamel's formulas 








E۸ 


طريقة تارتاجليا 
طول القوس 
الموجة 


العام زاي وكوفيسكي 
فایر ستراس 
کاردانو 
كارلمان 
كاندنلسون 
لومان -مينكوف 
ميتاج ليفار 
مينكوف 

عدد حقيقي 
مركب 

عزم الازدواج 

عناصر 
متعددة الأقطاب 

عنصر الوحدة الضاربة 

عيون القطة 


غير دوراني 


Tartaglia's method 
Arc length 
Wavelength 


Zhukovski 
Weierstrass-casorati 
Cardano 

Carleman 
Katznelson 
Looman-menchoff 
Mittag-leffler 
Menchoff 

Real number 
Complex number 
Moment of dipole 
Elements 

Multiplet elements 
Multiplicative identity 


Lemniscate 


Irrotational 





پا 


513 


حدود 


فوق 


قواعد النهايات 
قوس 

ملس جزئيا 
القيمة الأساسية 


ثبت المصطلحات 


۹ 


Unbounded 
Incompressible 


Infinity 


Branch 
Principal branch 


Onto 


Chain rule 
Distributive law 
Fourier law 
Commutative law 
Parallelogram law 
Associative law 
Dipole 

Hyperbola 
Parabola 

Ellipse 

Rules of limits 
Arc 

Piecewise smooth arc 


Principal value 


3-0 


القيمة الأساسية لكوشي 


للسرعة 
المطلقة 


كثيرة حدود لحندر 
كرة رمان 
كمية 


لوغارتم 


كه 


التمائل 


ا 


شفارتز للانعكاس 


القيم الصغرى 

القيم الكبرى 
متطابقة بارسيفل 
متباعد 


متباينة 


التحليل المر كب و تطبيقاته 
Caucy principal value‏ 


Speed value 


Absolute value 


Legendre polynomial 
Riemann sphere 


Magnitude 


Logarithm 
Branch logarithmic 


Principle 

Symmetry princple 
Argument principle 
Schwarz reflection principle 
Minimum principle 
Maximum principle 
Parseval's identity 

Diverges 

Inequality 

Triangle inequality 


Harnack's inequality 





5 


ثبت المصطلحات 


0١ 


Vector 

Velocity vector 
Connected 
Lagrange's indentity 
Taylor series 
Fourier series 
Laurent series 
Maclaurin series 
Geometric series 
Continuous 
Smooth arc 
Simple arc 
Multiconnected 
Multivalued 
Complex variable 
Complement 
Complex trigonometry 
Domain 

Convex 

Bounded 
Boundary 


Natural boundary 





to 


مرافق توافقي 
مستوى م رکب 


مسلمات الحقل 
مشكلة دي رشلية 


القيم الحدودية 


مصدر (منبع) 

دوامي 

متم رکز 
مصفوفة التحويل 
معادلات كوشي وريمان 
معادلة لابلاس 


ماكسويل 


معزول حراريا 


مفتوح 
مقطع رأسي 
2 





التحليل المركب وتطبيقاته 
Harmonic conjugate‏ 
Complex conjugate‏ 
Complex plane‏ 
Extended complex plane‏ 
Field axioms‏ 
Dirichlet's problem‏ 
Boundary values problem‏ 
Sink‏ 
Source‏ 
Vortex source‏ 
Point source‏ 
Jacobian matrix‏ 
Cauchy-Riemann equations‏ 
Laplace equation‏ 
Maxwell's equation‏ 
Wave equation‏ 
Fourier coefficients‏ 
Isotherm‏ 
Closed‏ 
Open‏ 
Principal branch‏ 


Branch cut 





e 


موحة جيبية 


موصل 


نسبة متبادلة 
نصف قطر التقارب 
مستوى التقارب 
نظرية "آبل" 
الإزاحة 
أساسية 
للتفاضل والتكامل 
التكامل 
الثلاث دوائر 
المشتقة المنعدمة' 
انستروم كاكاي 
الانعكاسية 


ثبت المصطلحات 


tor 


Additive inverse 
Multiplicative inverse 
Modulus 

Condenser 

Closed curve 

Region 

Isolated 

Sinusoidal wave 


Conductor 


Cross ratio 


Radius of convergence 


Half plane of convergence 


Abel's theorem 
Shifting theorem 


Fundamental theorem 


Fundamental theorem of calculus 


Antiderivative theorem 
Three-circles theorem 


Zero derivative theorem 


Enestrom-kakeya theorem 


Inverse theorem 


الثلاث دوائر 
حرين 

الداحل والخارج 
دي موافر 

ذات الحدين 


روشيه 





التحليل المركب وتطبيقاته 
Residue theorem‏ 
Pringsheim's theorem‏ 
Poisson theorem‏ 
Bernoulli's theorem‏ 
Picard's theorem‏ 
Taylor theorem‏ 
Antiderivative theorem‏ 
Three-circle theorem‏ 
Green's theorem‏ 
Inside-outside theorem‏ 
De Moiver's theorem‏ 
Binomial theorem‏ 
Rouche's theorem‏ 
Riemann theorem‏ 
Riemann mapping theorem‏ 
Weierstrass theorem‏ 
Fourier integral theorem‏ 
Mean value theorem‏ 
Gauss mean value theorem‏ 
Area mean value theorem‏ 
Caucy theorem‏ 


Caucy-Goursat theorem 











ليوفيل 

منحیٰ جحوردان 
المشتقة المنعدمة 
موريرة 
مونودرومي 


ناشيرو وارهاوسكي 


نقاط شاذة 


نقطة إزدواجية 


الأصل 


ثبت المصطلحات 00 


Caucy theorem for derivaties 
L'Hospital's theorem 
Laurent theorm 

Liouville’s theorm 

Jordan arc theorem 

Zero derivative theorem 
Morera's theorem 
Monodramy theorem 
Noshiro-Warhawski theorem 
Singularities points 

Doublet point 

Origin point 

Branch point 

Accumulation point 

Fixed point 

Stagnation point 

Essential singularity point 
Removable singularity point 
Isolated singularity point 
Point at infinity 

Regular point 


Endpoint 





٤0 
هاية‎ 

من جهة واحدة 
نواة بواسون 


وحدة تخيلية 


الجمع 





التحليل المركب وتطبيقاته 
Limit‏ 
One-sided limit‏ 


Poisson kernel 
One-to-one 
Imaginary unit 


Additive identity 


Converges 





نظرية أبن Abel's theorem‏ 
ات مطل Absolute convergence‏ 
قىمة مطلقة value‏ 

نقطة تجمع Accumulation point‏ 
ا الجمع Additive identity‏ 
القاوين 5 زک inverse‏ 

سعة 5 Amplitude‏ 
الاستمرار التحليلى Analytic continuation‏ 
دالة تحللة function ٤‏ 
تکامل Antiderivative‏ 
نظرية التكامل Antiderivative theorem‏ 
قوس Arc‏ 
طول ا length‏ 
لفحي امسن جزئياً ١‏ بتقطع ( piecewise smooth‏ , 
ف ا simple‏ , 
ملكتي اا smooth‏ , 
قر القيم الريطة ا Area mean values theorem‏ 
إذااحة اة Argument‏ 
مبدأ الزاويّة principle‏ 


OV 








OA 


قانون المصاحبة 


دالة برينوا ي 

دالة بيسل 

دالة أحادية وغامرة 
تحويل مزدوج الخطية 
نظرية ذات الحدين 
حيط 

مشكلة القيم الحدودية 
حدود 

فرع 

ده 

لوغاريتم الفرع 

نقطة الفرع 


فرع رئيسي 


العالم كاردانو 

العالم كارن 

تقارب كوشي 

تقدير كوشي 

ر ركني ب کرس 
صيغة كوشي التكاملية 





التحليل المركب وتطبيقاته 


Associative law 


Bernoulli's theorem 
Bessel's function 
Bijection 
Bilinear transformation 
Binomial theorem 
Boundary 
values problem 

Bounded 
Branch 

cut 

logarithmic 

point 


, principal 


Cardano 

Carleman 

Cauchy convergence 
estimate 
-Goursat theorem 


integral formula 











ثبت المصطلحات 0۹ 








Cauchy principal values 5 القيم الأساسية لكو‎ 

معادلات کو شش رمان ٠ -Riemann equations‏ 

نظرية كوشى theorem‏ 0 

نظرية كوشي للتفاضل theorem for derivatives‏ ا 

Cavitation التكيي‎ 

Chain rule قاعدة السلسلة‎ 

Charge شحلة‎ 

Circles of Appolonius 8 دوا اا‎ 

Circulation 0 

Closed مغلق‎ 

ن فلق curve‏ 

Closure إغلاق‎ 

Commutative law قانون المبادلة‎ 
Complement ( ( تمم‎ 

Complex conjugate 

اف وکت exponential‏ 

function ا‎ 

عد مركن number‏ 

مستوى مركب ane‏ 

potential ا‎ 


لف رك trigonometry‏ 


Ii es 








5 التحليل المركب وتطبيقاته 


Complex variable کب‎ 
Condenser مكنثف‎ 
Conductor فورض‎ 
Conformal mapping دالة حافظة للزوايا‎ 
Simple connected ONE 
Continuous متصل‎ 
function دالة متصلة‎ 

يتقارب Converges‏ 
عدت Convex‏ 
تتلفيف Convolution‏ 
5 التمام Cosine‏ 
نسسة مشادل Cross ratio‏ 
شري و قافن 6 De Moiver's theorem‏ 
اشتقاق ۰ Derivative‏ 
اكتقاق ف ج واد one-sided‏ , 

Differentiation property of Laplace خاصية الاشتقاق لتحويلات‎ 

transforms 
لابلاس‎ 

5 مزدوج Dipole‏ 
لين Directrix‏ 
تكامل دي رشليه Dirichlet's integral‏ 


شكلة دي ر problem‏ 
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Distributive law 





قانون التوزيع 

ا Diverges‏ 
جال Domain‏ 
ا Doublet point‏ 
صيغ دوهميل Duhamel's formulas‏ 
عار 6 Elements‏ 
قطء ناة Ellipse‏ 
Endpoints‏ 
ا ية انستروم كاكيا Enestromkakeya theorem‏ 
دالة كلية (أو شاملة) Entire function‏ 
خط ار اھا Equipotential line‏ 
نقطة 8 اساسة Essential singularity‏ 
ا Exponential‏ 
اة order‏ 

Extended complex plane المستوى المركب الممتد‎ 
Exterior 5 
Exterior angle ا‎ 
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تحور بل «فوريز لمر Fast fourier transform‏ 
لمات لفل Field axioms‏ 


Fixed point ل ا‎ 
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ات 
انسياب حراري 
انسياب غير دوراني 
انسياب حول طائرة 
انسياب مستقر 
انسياب الموائع 

بؤرة 

خطوط القوى 
معاملات فورير 
نظرية فورير التكاملية 
قانون فورير 
متسلسلة فورير 
خطوط انسياب حرة 
تردد 

تكاملات فرسنيل 
تأثير البدب 

دالة 

دالة القوة 

دالة تحليلية شاملة 
دالة النبض 

دالة جزئية التحليل 
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Flow‏ 
heat‏ 
irrotational‏ 
jet‏ 
steady‏ 
Fluid flow‏ 
Focus‏ 
Force lines‏ 
Fourier coefficients‏ 
integral theorem‏ 
law‏ 
series‏ 
Free streamlines‏ 
Frequency‏ 
Fresnel's integrals‏ 
Fringe effect‏ 
Function‏ 
of force‏ 
of global analytic‏ 
of impulse‏ 


of meromorphic 





دالة الجهد 

دالة القوى 

دالة الانسياب 

دالة التحويل 

النظرية الأساسية 

النظرية الأساسية للجهد 

النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل 


دالة جاما 

دالة جاوس 

نظرية القيمة المتوسطة لجاو س 
دالة تحليلية شاملة 

التدرج 


نظرية حجري 


صيغة هادمارد 

نصف مستوى التقارب 
مرافق توافقي 

دالة توافقية 

متباينة هاراناك 
انسياب الحرارة 
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Function of potential 
of power 
of stream 
of transfer 


Fundamental theorem 


of algebra 


of calculus 


Gamma function 
Gauss function 

mean value theorem 
Geometric series 
Global analytic function 
Gradient 


Green's theorem 


Hadamard's formula 

Half plane of convergence 

Harmonic conjugate 
function 

Harnack's inequality 


Heat flow 
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الا 
دالة تحليلية 
فطع زائد 


زائدي 


انسياب الموائع غير المضخوط 


غير منتهي 
أحادي 

داخلي 

نظرية الداخل والخارج 
شدة 

تأخير التداخل 
داخلي 

نظرية الانعكاسية 
تحويل عكسي 
الانعكاسية 


غير دوراني 


التحليل المركب وتطبيقاته 


Heaviside function 
Holomorphic function 
Hyperbola 
Hyperbolic 


Image 
Imaginary 
part 
unit 
Incompressible 
fluid flow 
Infinity 
Injection 
Inside 
-outside theorem 
Intensity 
Interference effect 
Interior 
Inverse theorem 
transform 
Inversion 


Irrotational 
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منعزل Isolated‏ 
نقطة شاذة منعزلة Singularity point‏ 
مول خوارياً Isotherm‏ 
رن كرون 6 Jacobian matrix‏ 
السات الان Jet flow‏ 
Jordan arc theorem E‏ 
شكل زک فیک Joukowsky form‏ 
العالم کاتزنلسون 6 Katznelson‏ 
ا لاجرانج 6 Lagrange's indentity‏ 
معادلة لا بلاس Laplace equation‏ 
تحويل لابلاس transform‏ 
مسلسلة لورنت Laurent series‏ 
لظرية رت theorm‏ 
كثيرة الحدود للاجندر Legendre polynomial‏ 
عونا Lemniscate‏ 
لجال L?Hopital’s theorem‏ 
ا Limit‏ 
ا one-sided‏ , 

rules 


قواعد النهاية 
5 ن الک ى ايا Linear fractional transformation‏ 
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تكامل خطي 
نظرية ليوفيل 
لوغاريتم 

العالم "لومان - منيكوف" 
متسلسلة ماكلورين 
التكبير 

1 

مبدأ القيم العظمى 
معادلات ماكسويل 
E EE‏ 
العالم مينكوف 

دالة تحليلية جزئية 
مبدأ القيم الصغرى 
العالم ميتاج ليفلر 
تحويل موبيس 
مقياس 

غرم الإزدماج 

نظرية "موندرمي” 
انفرادي 

نظرية موريرا 

متعدد الترابط 
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Line integral 
Liouville's theorem 
Logarithm 


Loomahn-Menchoff 


Maclaurin series 
Magnification 
Magnitude 

Maximum principle 
Maxwell's equations 
Mean value theorem 
Menchoff 
Meromorphic function 
Minimum principle 
Mittag-leffler 

Mobius transformation 
Modulus 

Moment of dipole 
Monodromy theorem 
Monogenic 

Morera's theorem 


Multiple connected 





متعدد الأقطاب 

عنصر الوحدة للضرب 
المقلوب بالنسبة للضرب 
متعدد القيم 


دالة متعددة القيم 


جوار 


نظرية ناشيرو - درشوفسكي 


النهاية من جهة واحدة 
واحد إلى واحد (أحادي) 
واخد الوا خد غاا 


لنقطة الفرع 
متعدد الأقطاب 
الق 
الجذر 

نقطة الأصل 
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Multiplet 
Multiplicative identity 
inverse 
Multivalued 
function 


Natural boundary 
Neighborhood 


Noshiro-Warhawski theorem 


One-sided limit 

One-to-one 

One-to-one locally 

Onto 

Open 

Order 

Order of exponential 
of a branch point 
of a multiplet 
of a pole 
of a zero 


Origin point 





EA 
خارجي‎ 


قطع مكافئ 
قانون متوازي الأضلاع 
متأرجحة "بارسيفيل" 
إزاحة الطور 

لظرية کار 

أملس بتقطع 

نقطة عند اللانهاية 
مصدر متمركز 

نواة اون 

صيغة بواسون التكاملية 


نظرية بواسون 


دالة القوى 


المقطع الرئيسي 


القيمة الأساسية 


نظرية برينجشيم 
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Outside 


Parabola 
Parallelogram law 
Parseval's identity Phase shift 
Phase shift 
Picard's theorem 
Piecewise smooth 
Point at infinity 
source 

Poisson kernel 

integral formula 

theorem 
Polar representation 
Poles 
Positive sense 
Potential 

field 
Power function 
Principal branch 

value 


Pringsheim's theorem 





دالة منتظمة 

نقطة شاذة قابلة للرفع 
نظرية الباقي 

نظرية ريمان للتصوير 
كرة ريمان 

سطح ريمان 

نظرية ريمان 

جذور الوحدة 
الدوران 

نظرية روشيه 

قواعد النهايات 


صيغة شفارتز -كريستوفل 


مهيدية شفارتز 
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Pws 


Radius of convergence 
Ratio test 
Real number 

part 
Region 
Regular function 

point 

Removable singularity point 
Residue theorem 


Riemann mapping theorem 


sphere 

surface 

theorem 
Root of unity 
Rotation 


Rouche's theorem 


Rules of limits 


Schwarz christoffel formula 


lemma 
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مبدأ شفارتز للانعكاس 
متسلسلة فوريه (فورير) 
نظرية الإزاحات 

دالة الجيب 

النقاط الشاذة 

مصب (مصرف) 
مصدر (المنبع ( 

شدة المنبع 

قيمة سرعة 

نقطة ركود 

اسقاط هندسي 

خط انسياب 

دالة غامرة 

مبدأ التماثل 


يقة تارتاجليا 
نة فار" 
نظرية ايلود 
درجة الحرارة 
نظرية الثلاث دوائر 
دالة التحويل 
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Schwarz reflection principle 
Series Fourier 
Shifting theorem 
Sine function 
Singularities 
Sink 
Sinusoidal wave 
Source 

strength 
Speed value 
Stagnation point 
Stereographic projection 
Streamline 
Surjection 


Symmetry principle 


Tartaglia's method 
Taylor series 

theorem 
Temperature 
Three-circles theorem 


Transfer function 
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